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Co nového v prirodnich véddch

Tajemstvi priroznych cisel aneb
Proc¢ hledame velka prvocéisla

Ebpuarp FucHs

Obcas se Ize v tisku, ktery se alespoii v n¢jaké mife vénuje v&de, dodist,
Ze bylo nalezeno dal3i prvocislo. Pfedpokladam, Ze ,,normélniho* Elovéka,
ktery si této zpravy povSimne, nutné napadnou minimainé dvé nésledujici
otazky: A co je na tom pozoruhodného? Vidyt v dobé poclitacii to snad ne-
miiZe byt Zddny problém. A druhd otazka: A k Cemu je to vlastné dobré?

Pokusme se alespoii &aste¢né ukdazat, Ze tyto vysledky vitbec nejsou sa-
moziejmé a Ze — byt se to na prvni pohled moZna nezda — jsou i z praktic-
kého hlediska mimofadné dileZité.

Neékolik slov Givodem

Nasi predchiidci pfed mnoha tisiciletimi zacali vytvéafet prvni abstrakt-
ni pojmy. Zahy jist& vyvstala potieba jistého pocitdni, at jiz §lo o urceni
podtu ulovenych mamutl nebo o zdznamy velikosti majetku pii prvnich
smé&nnych obchodech. Z téchto primitivnich pokust, které ndm dokladaji
nélezy tzv. vrubovek, se postupné vyvinul pojem prirozeného Cisla, coZ
jsou ¢isla 1, 2, 3, ... jimiZ uréujeme pocty pfedméti.

Tento pojem je natolik jednoduchy a ndzorny, Ze s jeho pochopenim ne-
maji potiZze ani nejmensi déti a zvlddaji ho bezproblémové i lidé, ktefi o so-
bé prohla’uji, Ze matematika je nikdy nebavila a k ni¢emu ji nepotiebuji.

Véda se v prib&hu staleti rozvinula natolik, Ze vhled do jejich jednotli-
vych disciplin je natolik obtizny, Ze pfesahuje moZnosti jednotlivce. Kde
jsou ony ,,idylické* doby, kdy jesté€ v 18. stoleti neexistovali matematiko-
vé nebo fyzikové & chemici, ale ,.ptirodovédci®, kteff tvorivé pracovali ve
viech uvedenych oborech (a asto nejen v nich). Dnes na této planeté té-
méF jisté neexistuje ¢lovék, ktery by mohl oprdvnéné tvrdit, Ze rozumi
vem disciplindm, které tvofi soufasnou fyziku ¢i matematiku; a misto
matematiky nebo fyziky bychom samoziejmé mohli uvést kteroukoliv dal-
§1 moderni védu. Mimotddng obtiZzné je vysvétlit problémy moderni védy
i erudovanému odbornikovi z jiného oboru, natoZ pak laikovi.
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Magické ¢étverce a dokonald &isla

Matematika samotnd patii k nejstar§im védam, jeji dé€jiny po&itdme na
tisicileti. N&kterd jeji moderni odvétvi znd jen nékolik mélo specialistt. Je
proto prekvapivé, Ze fada obtiZnych a dodnes nevyfeSenych problémil se
tykd i téch nejelementarnéj§ich pojmi — pfirozenych ¢isel. UkaZzme si ales-
poit n&které z nich.

Je zajimavé sledovat, jak se riiznost jednotlivych kultur projevovala
i v tom, jaké vlastnosti byly pfisuzovéany ¢islim a jak se s nimi nakladalo.
Pro ilustraci si vyberme dva typické priklady ze starovéku: Recko a Cinu.

Ke zrodu matematiky jako védy v modernim slova smyslu do§lo v an-
tickém Recku v 6.-4. stol. pt. Kr. Rozhodujici roli v tomto procesu sehra-
la tzv. pythagorejska $kola. Je vieobecné zndmo, jaky vyznam &islim (ro-
zuméj prfirozenym Cislim) pythagorejci piikladali. V jejich pojeti bylo
moZno pomoci ¢isel a jejich vzdjemnych pomérll popsat nejen celou teh-
dej8i matematiku, ale i lidské vlastnosti, a dokonce cely Vesmir. A tak se
jejich obzvlasini pozornosti t&§ila pfirozena Cisla s riznymi specidlnimi
vlastnostmi, jako napf. prvocisla, dokonald &isla, spfatelena &isla apod.,
o nichZ se zanedlouho zminime podrobné&ji. A¢koliv vzdjemnym vztahim
Cisel piikladali mnohdy aZz magické vlastnosti, nedosp&li Rekové nikdy
k magickym Etverciim, které naopak zkoumali ve starovéké Ciné, v niZ ji-
nak v rozvoji matematiky nedoséhli drovng& starov&kych Rekd.

Jen malo matematickych objektll se vykytuje i mimo matematiku tak
Casto jako pravé magické Etverce. PiSe se o nich v ryze matematickych
knihéch i v literatufe Grovn€ — velmi mirné fe€eno — nevalné. Vyskytuji se
v seridznich historickych knihéch i v literatufe s okultni a zcela nevédec-
kou a obskurni ndplni. Na internetovych strdnkéch 1ze pod pfisiu¥nym hes-
lem nalézt stovky odkazii, v nichZ je, zvl4$té pro laika, orientace pfinej-
men8im obtiZna. A tak neni divu, Ze samotny pojem ,,magicky &tverec* ma
v riznych pramenech rizné vyznamy.

Obecné vzato je magickym  Ctvercem nazyvano jakékoliv &tvercové
schéma nejriiznéjSich objektll, nejcastéji ¢isel nebo pismen, rozmisténych
podle n&jakych pravidel. Obvykle je v8ak magickym &tvercem oznatovi-
na ¢tvercova sit vytvorend z navzdjem rQznych &isel tak, Ze soudet Cisel
ve vSech Fédcich a sloupcich (a Casto téZ v Ghlopfickach) je stejny.

Nejjednodusim piikladem takového magického &tverce je nasledujici
Ctverec, v literatufe obvykle nazyvany Saturn:
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Obr. 1: Magicky ¢tverec Saturn
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Objeveni tohoto &tverce souvisi s jednou z nejstarsich knih lidské civi-
lizace, s tzv. Knihou promén — &insky I-Ting, jejiZ vznik spadd az do po-
¢atku tfetiho tisicileti pfed na8im letopo&tem. Historie magickych Ctverci
je fascinujicim pfik]adem vyvoje lidského poznéni, Gspéchl i bludd a o-
myli. Podrobnejsx popis se viak vymyka tématu tohoto Clénku.

Jak jsme se jiz zminili, Rekové se nikdy k pojmu magického Ctverce ne-
dopracovali. O vlastnostech Cisel v§ak toho zjistili mnohonésobn€ vice nez
Cifiané. Brzy samoziejmé poznali vyznamnou roli tzv. prvocisel, coZ jsou
Cisla délitelnd jen jedniCkou a sebou samym; prvocisla jsou napi. Cisla 7,
11, 31, nejsou jimi v8ak napt. &islo 15 nebo 100. Prvocisla hraji mezi Cis-
ly roli jistych stavebnich kamenti: kazdé pfirozené &islo lze jedinym zpl-
sobem (aZ na poradi Ciniteld) rozloZit na soucin prvocisel.

Rekové brzy zjistili, Ze vSech prvolisel je nekonetné mnoho.
Jednoduchy diikaz tohoto faktu ukazal jiZ vynikajici starofecky matematik
Eukleidés ve své knize Stoicheia (Sesky Zdklady), kterou napsal nékdy ko-
lem roku 300 pf Kr. Jiz Rekové oviem vé&deli, Ze i kdyZ vime, kolik vSech
prvocisel je, ani zdaleka to jeSté neznamend, 7e je snadné tato ¢isla vyhle-
dat. Cten4f si moZn4 jedté ze Skolnich let pamatuje starovéky ndstroj na vy-
hledavéani prvodlisel, tzv. Eratosthénovo sito. Timto postupem Ize hledat
»mala‘ prvomsla prakticky vSak prili§ pouz1telny neni.

Jak jsme jiZ uvedli, Rekové zkoumali pfirozena ¢isla z ne]ruznéjéich
hledisek. Uvedme alespoii jeden z moznych piikladi.

UvaZzme n&jaké ¢islo, naptiklad 12. To je (kromé sebe samého) délitel-
né &isly 1, 2, 3, 4, a 6. KdyZ tyto délitele secteme, dostaneme 1+ 2 +3 +4
+ 6 = 16, coZ je &islo v&tsi neZ piivodnich 12. KdyZ analogicky secteme
dglitele napriklad &isla 15, obdrZime 1 + 3 + 5 = 9, tedy méné neZ 15. Ve
zcela vyjime&nych piipadech se viak stane, Ze soucet déliteld dané€ho Cis-
la je roven ¢islu samotnému. Tyto prlpady Reky fascinovaly a pifslusnd
tisla nazvali dokonald. Sami odhalili jen Ctyfi takova Cisla: 6, 28, 496
a8 128. (Je napi. 1 +2 +4 + 7 + 14 = 28.) Dnes zndme dokonalych (isel
n&kolik desitek, dodnes viak nevime, zda jich je kone¢né ¢i nekonelné
mnoho, a nevime ani naptiklad to, zda existuje n&jaké liché dokonalé Cis-
lo.

Hleddni prvodisel

Vime tedy, e prvocisel je nekone¢n& mnoho. Ackoliv je matematika
zkoumd déle neZ dva tisice let, dodnes o nich nevime fadu véci. Uvedme
napiiklad problém tzv. prvociselnych dvojéat. Podil prvotisel mezi priro-
zenymi &isly se postupné sniZuje: v prvni stovce je jich 25, tedy jedna Ctvr-
tina, postupné se v3ak vyskytuji stale méné Casto. Obcas se vSak vyskyt-
nou dvojice ,,sousednich® prvotisel, jejichZ rozdil je 2: napiiklad 11, 13
nebo 29, 31. Pravé takovym dvojicim se fka prvociselna dvojcata. Kolik
jich je? To je pravé to, co nevime. MoZnd konetné, moZnd nekonelné
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mnoho. Zadny pogita ndm v tom nepomiiZe, protoZe ani ten nejrychlejsi
podital nikdy samoziejmé neprojde posloupnost v8ech prirozenych ¢isel.

Jakkoliv se to mlZe zdat podivné, neni dodnes ani zndma Zadnd for-
mulka, kterd by ndm umoZnila postupné vypocitdvat jednotliva prvocisla.
Vime, Ze jich je nekone¢né mnoho, avSak nemdme k dispozici Zadny
LKIiC*, ktery by ndm je postupné predvadél. Ackoliv se nalezeni takového
vzorce vénovala fada vyznamnych matematikd, problém se nepodafilo ni-
komu vyfesit.

Dodnes nebyl zdolan ani zddnliv€ mnohem
jednodusi problém: kdyZ jiZ nezndme formul-
ku, kterd by ndm postupné umozZnila pocitat
vSechna prvodisla, spokojili bychom se s for-
muli, kterd by ndm postupné ddvala prvocisel-
né vysledky, byt ne nutn€ vSechny. O toto se
pokusil napfiklad jiZz v 17. stoleti genidlni fran-
couzsky matematik Pierre de Fermat (1601-
1665). Neni mnoho piipadil, kdy by se Pierre
Fermat mylil. U prvocisel se mu to viak stalo.

V €em spocival Fermatlv omyl? Z fady di-
vodl dospél k zdveru, Ze vSechna (isla tvaru
VF, = 2> + 1 jsou prvolisla. (Cten4f si jist&
Pierre de Fermat pamatuje smysl uvedenych symboll. Napt.

(1601-1665) 2" znadi soudin n dvojek.) Tato &isla rychle ros-
tou; Fermat spocital prvnich pét hodnot

F,=3,F,=5F,=17,F, =257, F, =65 537,
coZ jsou opravdu prvocisla. V priibéhu let se viak ukdzalo, Ze dalii Cisla
uvedeného tvaru prvodisly nejsou. V roce 1732 dokazal Leonhard Euler
(1707-1783), Ze prvocislem neni &islo F; = 2% + 1 =4 294 967 297, v roce
1880 bylo totéZ dokazéano pro Cislo F, , a postupné se totéZ potvrdilo pro
viechna ¢isla aZ po &islo F,,.

Abychom si uvédomili sloZitost téchto vysledki, zastavme se na chvili
napfiklad u pomérné ,,malého* ¢isla F,. Toto ¢islo ma 39 cifer. Kdyby-
chom zkoumali standardnim zpsobem, zda je to prvocislo, museli by-
chom ho délit pfiblizné 107 &isly. I kdybychom méli k dispozici potitac,
ktery by provadél miliardu déleni za sekundu — a takovy poéitad v soudas-
nosti viibec neexistuje —, potfebovali bychom pfiblizn& 10" let. St4fi na-
Seho vesmiru je oviem pouze piiblizné 15 miliard let, tj. cca 15 krat 10°
roki.

Nyni snad aspoii ¢aste¢né docenime, jak komplikované muselo byt,
kdyZ se v roce1983 podafilo dokazat, Ze prvocislem neni &islo F,,,,. Toto
Cislo ma vic neZ 107° cifer. ( Tento polet si nesmime plést s velikosti &is-
la 1079 . To ma ,,jen 7001 cifer.)
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Dnes pievlada presvédCeni, Ze Fermat se spletl zcela zdsadné. S nej-
vet§i pravdépodobnosti Z4dné daldi Cislo Fermatem popsaného tvaru,
kromé& jim popsanych péti &isel, prvocislem neni. To samoziejmé nesni-
7uje Fermatv vyznam. Jen to doklada, o jak obtiZznou problematiku se
jedna.

Dnes jsou zkouména prvodisia tvofend podle nejriznéjSich zakonitosti.
Ani jedna z metod v8ak neni univerzalni v tom smyslu, Ze by ndm umoz-
fiovala postupny bezproblémovy vypocet vétich a v€tSich prvoclisel.
KaZda z metod je jen pomiickou, jak 1ze snad nova prvocisla ziskdvat.

Nejvhodnéjsi k tomuto tGcelu se ukézala byt tzv. Mersennova prvocisla.

Mersennova prvocisla

Marin Mersenne (1577-1648) byl vyznamnym organizdtorem pafiZské-
ho vé&deckého Zivota. V jeho byté se schazely viidéi osobnosti francouzské
v&dy prvni poloviny 17. stoleti, s fadou dal3ich v&dcii, v&etné napiiklad
P. Fermata, si dopisoval. A¢koliv se matemati-
kou zabyval jen okrajové, byla po ném — diky
jisté hypotéze, kterou vyslovil — pojmenovéna
prvodisla jistého tvaru, ‘ :

JiZz Eukleidés znal nésledujici skutecnost.
Uvazujme Cisla M, tvaru 2°, — 1. KdyZ &islo
n neni prvocislo, pak ani ¢islo M, prvocislem
neni. Pokud ¢islo n prvocislem je, pak M, pr-
volislem byt muZe. (Tato prvocisla se dnes
prévé nazyvaji Mersennova.) A Rekové skuteg-
né znali prvocisla M, = 3, M, = 7, M, = 31,
M, = 127 a M,, = 8191. V priibéhu staleti byla
postupné nachdzena dalii prvocisla daného tva-
ru. Do konce 19. stoleti jich bylo zndmo 12.
Nejvétsi z nich, ¢islo M,,, , bylo objeveno v ro-
ce 1876, mélo 39 cifer a zdélo se, Ze timto ¢islem se matematika dostala
na hranice svych moZnosti. Velikost tohoto ¢isla (¢tendf necht si vzpome-
ne na Gdaje o Fermatové &isle M,) pfesahovala meze lidskych vypocetnich
moznosti.

Ve druhé poloving 20. stoleti se viak objevily pocitace, které kromé ji-
ného umoZnily objevovat v&tsi a v&tsi prvocisla. A ukézalo se, Ze z mnoha
diivodd jsou prévé Mersennova prvoéisla nejvhodnéjsi mezi moZnymi
adepty na testovani kandidati na prvocisia. Do roku 1978 tak bylo znamo
jiz 25 Mersennovych prvo¢isel. Nejvétsi z nich, M, jiZ mélo 6 533 Cis-
lic. A vyvoj se nezastavil. Brzy se viak ukdzalo, Ze narocnost pfislusnych
vypoctl presahuje moZnosti i t&ch nejvykonngjsich pocitalli souCasnosti.
Proto byla zorganizovana mezinarodni spolupréce, podobni t€, ktera tes-
tuje na tisicich pocitaci z celého svéta, zda n€které signaly z vesmiru ne-

[ 48

Marin Mersenne
(1577-1648)



mohou byt signaly hv&zdnych civilizaci. Skupinou nadSenci byl zorgani-
zovan projekt GIMPS (The Great Internet Mersenne Prime Search), do
néhoz se zapojily stovky lidf z celého svéta, na jejichZ politalich se para-
leln& provad&ji potfebné vypolty. A velikost nalezenych prvoCisel presdhla
veSkerou predstavivost.

Poslednim dosaZzenym vysledkem je nalezeni v pofadi jiz dvaaCtyfica-
tého Mersennova prvo&isla. Dne 18. tinora 2005 bylo nalezeno prvocislo
2259649511 Lieré méa 7 816 230 cifer! Jen pro piedstavu: kdybychom chté-
li toto &islo vytisknout drobnym novinovym pismem, pak by jeho zapis byl
diouhy téméf 19 kilometra.

Pfes nepredstavitelnou velikost tohoto &isla je vSak nutno si uvédomit,
Ze 1 t8chto Mersennovych prvolisel zndme jen 42. A nevime, zda prvodi-
sel tohoto tvaru je nekone&né mnoho nebo zda existuje n¢jakd hranice, za
niZ se jiz nevyskytuji.

A pro¢ tato Cisla viastné hleddme?

Snad se nam podafilo aspoti &dsteéné demonstrovat, jak obtiZné je zis-
kavani velkych prvolisel. Nezodpovézena vSak zlistdvd druhd otdzka
z Gvodu: K Cemu je to vlastné dobré?

Svym zplsobem je tato otdzka, alespoil pro v&dce, nemistna. Problémy
feSime nejen z diivodii ryze ,,praktickych®, ale proto, Ze existuji. Stejné tak
bychom se mohli ptét, k ¢emu je dobré 16zt na vrcholky velehor, malovat
obrazy nebo pro¢ dospéli lidé béhaji v dresech po trdvniku a snaZi se do-
pravit mi¢ do soupefovy branky (a navic jsou za tuto &innost honorovéni
mnohondsobné vice neZ lidé za hledani prvocisel).

Pripustme v3ak, Ze takova odpovéd nemusi uspokojit tazatele, ktery ne-
ma prilisné pochopeni pro v&du, napiiklad ministra financi. I takové taza-
tele miiZeme, nastésti, snadno uspokojit.

Z Yady aplikaci, v nichZ velk4 prvocisla hraji zdsadni roli, se zmilime jen
0 jedné, zato vSak mimofadné daleZité.

Od starovéku po soucasnost byli lidé nuceni najit zpisob, jak nékteré
informace utajovat, jak dosdhnout toho, aby u pfedavanych zpréyv ziistival
jejich obsah utajen nepovolanym. Rada Ctendfd knih A. Dumase nebo
J. Verna si jisté vzpomina na napinavé popisy kédovani pomoci Sifrova-
cich tabulek a jinych Sifrovacich klica. '

Nejde vSak jen o tematiku pro dobrodruZné romény a pro piiklady ne-
musime ani jit do davné historie. Osudy ndmotnich konvojl v Atlantiku za
druhé svétové vilky, Zivoty tisicli lidi a vyvoj celého vale¢ného konfliktu,
to v8e zéviselo na tom, zda se podafi prolomit kéd, jimZ némecké veleni
sd€lovalo piikazy svym ponorkdm. A takovych piikladii bychom mohli
uvést celou fadu.

Nejde v3ak jen o vojenstvi. V souCasné dobé opravnéné hovofime o in-
formadni explozi. MnoZstvi pfeddvanych informaci roste rok od roku
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a spolu s tim roste i mnoZstvi té&ch zprdv, jejichZ zneuZiti by mohlo zpliso-
bit nezmérné problémy. Staci uvést jen informace o zabezpedeni bank, sta-
vech ucth klientl, zpravodajské informace atd.

Historie nds v8ak uli, Ze kazd4 §ifra byla diive nebo pozdgji prolome-
na, i ty nejdimysingjsi systémy kédovani byly Easem rozlu§tény. Slabym
mistem viech Sifrovacich systémi se vZdy ukazalo to, Ze odesilatel a pii-
Jjemce zadifrované zpravy si vZdy museli vymeénit Sifrovaci kli¢ a jakmile
se protivnik tohoto kli¢e zmocnil nebo alespoti pfiSel na jeho strukturu, by-
lo rozlusténi kédu nevyhnutelné. Lze néjak toto omezeni obejit?

Idedlni by byla takov4 §ifra, Ze ani prozrazeni Sifrovaciho klide by ne-
vedlo k jejimu prolomeni. Je viibec moZné takovou §ifru nalézt?

Odpovéd dala moderni matematika: ano takové Sifry existuji. Sifrovaci
kli¢ maZe byt dokonce vefejné zndmy a nemusi jej opatfovat $piéni v ris-
kantnich operacich. Tyto $ifry jsou zaloZeny na tom, Ze k jejich rozlu§téni
je nutno obrovska ¢isla, takova o nich? jsme hovofili, rozloZit na soucin
prvocisel. A jak jsme vidéli, i u relativné ,,malych &isel“ by hledani tohoto
rozkladu mohlo trvat déle, neZ je stafi naSeho vesmiru. Protivnik mtize vé-
dét, jak lze Sifru rozlustit, ale ¢as na faktické rozlu$téni prost€ nebude mit.

Mohli bychom uvadét i dalsi piiklady vyuZiti prvocisel. VyuZivaji jich
matematické metody, jejichZ pomoci byl zkonstruovan tomograf, na vlast-
nostech velkych prvocisel se testuji nové vyvijené pocitacové Cipy apod.
O t&chto v&cech oviem Rekové, kdyZ objevovali pied vice neZ dvéma ti-
siciletimi vlastnosti pfirozenych ¢isel, neméli ani tudeni. Jak asi odpovida-
li na otdzky svych souCasnikil: A k Cemu je to vase pocitdni dobré?

Otto Piene, Ohen
(Cervend a Cernd
na bilé), 1962
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