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Abstrakt: Cilem empirické studie je popsat kritickd mista matematiky zakladni $koly,
jak je lze vysledovat z vysledki nasich zakut 8. ro¢niki v TIMSS 2007, a identifikovat
pravdépodobné priciny jejich obtiznosti. V prvni Casti je strucné uveden kontext
vyzkumu - mezinarodni srovnavaci vyzkumy v matematice a moznosti sekundarni
analyzy jejich dat. Ve druhé casti podrobné popisujeme metodologii vyzkumu.
Analyzovali jsme data z tzv. almanacht TIMSS (vysledky naSich Zak( na trovni
konkrétnich tloh a odpovédi ucitelskych dotazniki). K interpretaci moznych p¥icin
jsme pouzivali také kurikularni dokumenty a analyzu ziejmé nejpouzivanéjsi rady
uCebnic matematiky pro zakladni Skoly. Stanovili jsme Kkritérium, podle néhoz je
mozné rozhodnout, zda je vykon na$ich zakd u dané dlohy pod jejich standardem,
pricemZ jsme vychazeli z porovnani jejich primérné Uspésnosti s primérnou
uspésnosti mezinarodniho souboru. Tak byly identifikovany tzv. slabé a velmi slabé
ulohy. Ty byly rozdéleny do tfi oblasti, které tedy miiZeme povaZovat za mista, kterad
jsou v matematice pro Ceské zaky kriticka: Algebra (s podoblastmi Funkce, Substituce,
Rovnice a nerovnice, Vyrazy), Posloupnosti, Obrazce a télesa. U kazdé z téchto oblasti
jsou prezentovany slabé a velmi slabé ulohy spolu s nastinem povahy obtizi, které pri
jejich TfeSeni Cesti Zaci zrejmé meéli, a jejich moznych pricin. Ukazuje se, Ze je nutné
ziskat jesté hlubsi vhled do problematiky pomoci klinickych rozhovori piimo se zaky.
To bude piedmétem dal$ich ¢lanka.

Klicova slova: TIMSS, matematické znalosti a dovednosti, algebra, posloupnosti,
geometrie, obtiZe v matematice

Ve vyzkumu Ffe$eném v ramci projektu GA CR se zaméfujeme na otazku
tzv. kritickych mist matematiky zakladni Skoly, tedy téch oblasti, v nichz
Zaci Casto selhavaji, jinak feceno, ktera nezvladnou na takové urovni, aby

1 Clanek vznikl v rdmci projektu GACR P407/11/1740 Kritickd mista matematiky na zdkladn{
skole - analyza didaktickych praktik uciteli.
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se jejich matematickd gramotnost a jeji tvorivé uzivani v kazdodennim
zivoté produktivné vyvijela. Tato kritickd mista identifikujeme zejména
prostirednictvim semistrukturovanych rozhovori s uciteli matematiky, ovsem
dopliikovym zdrojem jsou pro nas i vysledky naSich zakt zakladni Skoly
v matematice v mezinarodnich srovnanich. Pravé touto strankou vyzkumu
se zabyva predlozeny clanek, jehoz cilem je identifikovat kriticka mista
matematiky druhého stupné zakladni Skoly na zakladé vysledka nasich zakt
v Setfeni TIMSS 2007 a popsat pravdépodobné priciny jejich obtiznosti.

Mezinarodni srovnavaci vyzkumy maji za cil popsat stav a vyvojové tendence
skolskych systémij, jejich vykonnost, efektivitu a kvalitu i hledat vztahy mezi
vysledky v téchto oblastech a dalSimi proménnymi (Janik, 2013). Nejde vsak
o pouhé sestavovani mezinarodnich Zeb¥ickd. Jak uvadi Janik (2013), tyto
vyzkumy predstavuji
pomérné bohaty reservoar zahrnujici data o vykonech a kompetencich zaku;
o vyukovych postupech ucitelli; o podminkach, v nichz se zaci uci a ucitelé vyucuji;
o jejich postojich ke vzdélavani a o nazorech na né; o kurikularnich akcentech
v riznych predmétech a v riiznych zemich a o mnohém dal$im.

Mohou se tak stat dilezitym zdrojem pro vyzkum v oborovych didaktikach.
Podle Neubranda (2009, cit. podle Janik, 2013) lze z mezindrodnich srov-
navacich studii vyvozovat oborové i didaktické podnéty pro vyuku. To bude
naplni tohoto ¢lanku.

1 Mezinarodni srovnavaci vyzkumy v matematice

Mezinarodni srovnavaci vyzkumy v matematice predstavuji unikatni pri-
lezitost, jak sledovat u velkého vzorku zakl razné ukazatele, nejen jejich
schopnost Fesit vybrané tlohy v matematice, ale také jejich vztah k matema-
tice, matematické sebevédomi ¢i charakteristiky realné vyuky matematiky
tak, jak je popisuji sami ucitelé. Mezinarodni i narodni zpravy prinaseji zpra-
vidla povSechné informace, které je nutné dale interpretovat. Napt. se z nich
muzeme dozvédét o poklesu uspésnosti ¢eskych zaki osmych, resp. deva-
tych ro¢nikl v matematickych testech Setieni TIMSS i PISA (Tomasek, 2008;
Strakova, 2009), ktery dokumentuje tabulka 1.
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Tabulka 1
Vyvoj vysledkii TIMSS a PISA v case

Celkové primérné vysledky ¢eskych  Celkové vysledky ¢eskych

zaku (populace 2) v TIMSS? patnactiletych zakd v matematickych
testech PISA
Rok 1995 1999 2007 2003 2006 2009
Celkovy skor 546 520 504 516 510 493

Vysledky jsou vyjadieny v tzv. Raschové skoéru se stiedni hodnotou 500
a smérodatnou odchylkou 100. Pfi téchto vysledcich by neslo o poklesy nijak
dramatické - zhruba Ctyii desetiny smérodatné odchylky v intervalu 1995-
2007 u TIMSS a dvé desetiny v intervalu 2003-2009 u PISA.

OvSem vysSe prezentované vysledky TIMSS jsou ve skutec¢nosti zavadéjici.
V roce 1995 se Setfeni Gcastnili Zaci sedmych a osmych ro¢niki a celkovy
vysledek nasich zakq, jak ho uvadéji oficialni zpravy, je primérem jejich
vysledkii. Dalsich Setfeni se vSak ucastnili pouze Zaci osmych roc¢niki
(a analogickych rocnikl viceletych gymnazii). Je evidentni, Ze za téchto
podminek je takové srovnani nekorektni. Vychazime-li v roce 1995 pouze
z vysledkli zakl osmého roc¢niku, vypada srovnani tak, jak je uvedeno
v tabulce 2.

Tabulka 2
Celkové priimérné vysledky Ceskych Zdki osmych ro¢nikii v TIMSS

Rok 1995 1999 2007
Celkovy skdr 564 520 504
Procentualni uspésnost reSeni loh 66 ? 49

Pozn. Mezinarodni zprava z r. 1999 bohuzel neuvadi celkovou procentualni Gspésnost reSeni
uloh.

Znepokojivy trend se projevil i v Setieni PISA. Zhorseni vykonu v matematic-
kych tlohach mezi roky 2003 a 2009 je v Ceské republice nejvétsi ze vech
28 zemi, které se zucastnily obou Setieni (viz napt. Paleckova, Tomasek, &

2 0d roku 1995 probihaji Setfeni TIMSS pravidelné ve ¢ty¥letych cyklech, Ceska republika se
jich v8ak neti¢astnila vzdy. Zaci 8. roéniki zakladni $koly (a analogickych roéniki viceletych
gymnazii) se bohuZel netéastnili $etfeni v letech 2003 a 2011. (Cesti Zaci 4. ro¢nikd se
Ucastnili Setreni v letech 1995, 2007 a 2011.)
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Basl, 2010). Moznymi piic¢inami poklesu v TIMSS i PISA se zabyva fada autort
i laicka verejnost (Basl, 2009; Grulichova, 2009; Hejny et al., 2010; Tomasek
& Mandikova, 2009/10) a rozhodné nejsou jednoznacné. Plijde spiSe o sou-
béh mnoha faktort. Témér vSechny dostupné clanky se ovSem zabyvaji pou-
ze celkovymi vysledky a prinaseji povSechna sdéleni. Z hlediska didaktiky
matematiky jsou vSak dtilezitéjsi nez celkové vysledky informace tykajici se
konkrétnich oblasti uciva, jimz je mozno pricitat pokles ve vysledcich TIMSS
a PISA:3 ProtoZe polozky vyzkumu TIMSS vice odpovidaji matematickému
kurikulu (Rabusicova, 2011), rozhodli jsme se k dalsimu zkoumani vyuzit
pravé posledni vyzkum TIMSS, ktery se zabyval matematikou v 8. ro¢niku
a kterého se nasi zaci zucastnili, tedy TIMSS 2007.

Kromé narodnich a mezindrodnich zprav jsou data TIMSS, kterd jsou
kdispozicinawww.timss.org, zpracovanaivsekundarnich analyzach (bohuzel
spise v zahranici). Objevuji se studie zabyvajici se rozdilem vykonnosti
zakl podle genderu (napt. Louis & Mistele, 2012; Potuznikova & Strakova,
2006). Dalsi vyzkumny smér se zabyva vlivem psychologickych aspekti
na vysledky TIMSS, napt. pristupu zakd k matematice, jejich sebevédomi
v matematice apod. (napt. Choi, Choi, & McAninch, 2012). Zkouman je také
vliv socioekonomického prostiedi testovanych zakl (napt. Caponera & Russo,
2010) ¢i vliv kvalifikace jejich uciteld na tispésnost v TIMSS (napi. Dodeen et
al,, 2012) apod. Vysledkiim sekundarni analyzy TIMSS 1999 je vénovana cela
kniha (Robitaille & Beaton, 2002).

V Ceském prostiedi se vSak mlzeme opfit jen o narodni zpravu TIMSS 2007,
ptipadné publikace, které z této narodni zpravy primo vychazeji (Mandikova,
2009). Nejsou nam znamy zadné publikace s vysledky sekundarni analyzy
dat TIMSS 2007, které by se zabyvaly primo jednotlivymi ulohami testu
a jejich charakteristikami v souvislosti s uspésnosti (Ceskych) zaku.*

3 0 identifikaci toho, které oblasti matematiky nejvice prispély k tomuto poklesu, jsme
se pokouseli vice zptisoby. Jednim z mozZnych p¥istupt k problematice je porovnat v ¢ase
vysledky ve stejnych oblastech uciva. To se vSak ukazalo jako obtiZné proveditelné, protoze
v rliznych Setfenich byly testy ¢lenény do rtiznych obsahovych domén. Napf. v roce 1999
nebyly ulohy na imérnost na rozdil od roku 1995 vy¢lenény zvlast a byly patrné zahrnuty do
domény ZlomKy a ¢isla. V roce 2007 byly tlohy zafazované v predchozim Setfeni do domény
Méreni ziejmé zahrnuty do Geometrie. Druha moZznost, jak zjistit, v ¢em se nasi zaci zhorsili,
spoc¢iva v porovnani vysledki v jednotlivych opakované zadavanych tlohach. Ovsem v roce
2007 bylo z celkového poctu 214 tloh pouzito pouze 21 tloh zroku 1999 a zZadna z roku 1995.

*  Pokud takové studie vznikly v zahrani¢i, zfejmé byly publikovany v lokdlnich ¢asopisech.
V nam dostupnych mezinarodnich databazich jsme podobny vyzkum nenasli.
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2 Metodologie - identifikace kritickych mist

Vnarodnizpravé TIMSSjeuvedeno, ze ¢estizaci, bylinadprimérnivaritmetice
a v oblasti data a pravdépodobnost, primérni pii FeSeni geometrickych tloh
a podprimeérni v algebie” (Tomasek et al., 2008, s. 11). OvSem takto obecné
formulovany zavér nemiiZze poskytnout dostate¢né informace, které by se
daly vyuZit pro zlepSeni vyuky matematiky a tim i vysledkd nasich zakd. Je
nutné se podivat pifimo na jednotlivé ulohy Setieni, udélat jejich didakticko-
matematicky rozbor a hledat ptic¢iny jejich obtiZnosti. Polozili jsme si
tedy otdzku: Jaka kritickd mista matematiky zakladni Skoly lze vysledovat
z vysledkd naSich zakt v TIMSS 2007 a jaké jsou pravdépodobné priciny
jejich obtiznosti?

TIMSS 2007 se celkové zacastnilo 4 845 Ceskych zakl 8. ro¢nikt zakladni
$koly a odpovidajicich ro¢nikii viceletych gymnazii. Zakim bylo zadano
celkem 214 tloh.® Z nich bylo sestaveno 14 testovych sesitt, které zahrnovaly
z poloviny tlohy z matematiky, druhou polovinu tvoftily tlohy z ptirodnich
véd. Na matematické tlohy méli Zaci 45 minut. Kazdy zak tedy resil nejcastéji
28-32 matematickych uloh (jeden sesit obsahoval 33 a jeden 34 tuloh), tedy
zhruba jednu sedminu z celkového poctu uloh. Tomu odpovida, ze kazdou
ulohu fesSila jen ¢ast Zakd - jejich pocet se pohyboval v rozmeziod 676 do 701.
To samoziejmé omezuje reprezentativnost vzorku pro kazdou jednotlivou
ulohu. Presto se domnivame, Ze pocet zakl, ktery odpovida velikosti
25-30 skolnich tiid, je vyssi, nez jsou rozsahy vzorkl bézné dostupné pro
vyzkumy v Ceském prostiedi, a je pro nasi analyzu dostate¢ny. Opatrnosti
je tfeba predevsim tam, kde bychom se pokouseli o srovnavani vysledki
riznych tuloh, protoZe je mohly Fesit rizné soubory zakl a do rozdilnych
vysledki se nezbytné promitla i rozdilnost vzorkad.

Ulohy TIMSS 2007 byly ¢lenény podle dvou dimenzi. Z hlediska obsahu byly
rozdéleny do tzv. obsahovych domén: Cislo (63 uloh), Algebra (64 tloh),
Geometrie (47 uloh) a Data a pravdépodobnost (40 tloh). Dale ¢leni TIMSS
ulohy podle kognitivni dimenze, ktera ma specifikovat ,myslenkové procesy,
které zaci pravdépodobné pouzivaji, kdyz se zabyvaji obsahem"” (Mullis et al.,
2007, s. 117). Byly vyclenény tri kognitivni domény - Prokazovani znalosti
(knowing, 81 uloh), Pouzivani znalosti (applying, 88 uloh) a Uvazovani
(reasoning, 45 tiloh). Prokazovani znalosti

5 Technicka zprava TIMSS 2007 uvadi 215 uloh, ale tiloha M02-15, ktera by pattila do tohoto
poctuy, neni v almanachu vysledkti uvedena.
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pokryva fakta, procedury a pojmy (concepts), které zaci potiebuji znat, [...]
pouzivani znalosti se zamétuje na schopnost zakt resit tlohy (problems) nebo
odpovidat na otazky. Treti doména, uvazovani, jde za feSeni rutinnich tloh
a zahrnuje nebézné situace, komplexni kontexty a vicekrokové tlohy. (Mullis et
al,, 2005, s. 33)

Jako priklady reprezentujici kognitivni domény uvadime nasledujici tulohy.

Prokazovdni znalosti (iiloha M10-07):

x+y =12 a 2x + 5y = 36. Kolik jsou hodnoty x a y?

A)x=2,y=10 B)x=4,y=8 C(C)x=6,y=6 D)x=8,y=4
Pouzivani znalosti (illoha M10-08):

—_——

x+2 —

Ktery vyraz vyjadiuje obsah tohoto obdélniku?
A)x+2 B) x* + 2x C)2x+2 D) 4x + 4

Obrdzek 1. Zadani lohy M10-08.

UvaZovdni (iloha M02-08):

Pepa vi, Ze pero stoji o 1 zed vice nez tuzka. Jeho kamarad za 17 zedd koupil
2 pera a 3 tuzky. Kolik zedli bude Pepa potrebovat, aby si mohl koupit 1 pero
a 2 tuzky? Napis postup vypoctu.

V celém souboru uloh byly priblizné stejné zastoupeny ulohy s vybérem
odpovédi (uzaviené) a s tvorbou odpovédi (otevirené). Prvnich bylo 116, dru-
hych 98. Otevirené ulohy byly kddovany jednotnym systémem prostiednic-
tvim proskolenych osob. Ukazky kédovaciho systému lze nalézt v publikaci
(Tomasek et al., 2009).
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Data, ktera jsme analyzovali, zahrnuji znéni vSech matematickych tloh zada-
nych v TIMSS 2007 v Cestiné a dale jejich vysledky, jak je prinaseji tzv. alma-
nachy dostupné na strankach www.timss.org. Cast téchto dat Ize ziskat také
na strankach Ceské $kolni inspekce.

v

U uzavienych uloh, tedy tloh, kde maji zaci vybrat spravnou odpovéd’ z nabi-
zenych moznosti, jsme méli k dispozici procentualni zastoupeni vybéru jed-
notlivych distraktort a procento zak, kteri tlohu vynechali. U otevirenych
uloh, tedy tloh s tvorbou odpovédi, jsme kromé procentualni ispésnosti méli
k dispozici kody, jimiz vyzkumnici kddovali napt. ¢astecné spravné odpovedi
Ci typy nespravnych odpovédi. Napriklad kédy pro ulohu M01-12, ktera je
uvedena v oddile 6, jsou: 10 (spravna odpovéd’ 18 cm?), 70 (nespravna odpo-
véd 36 cm?), 79 (dalsi nespravna - vcetné preskrtnuté, vygumované nebo
necitelné odpovédi, znacek nebo odpovédi nesouvisejicich se zadanim), 99
(bez odpovédi).

U nékterych uloh je mozZné netspésnost nasich zaki do zna¢né miry vysvétlit
tim, Ze podle zamysleného i implementovaného kurikula se dana latka
v 8. roCniku neprobirala.” Zde se opirame jednak o dokument Vzdéldvaci
program Zdkladni $kola, ktery byl v dobé Setfeni TIMSS 2007 na zakladnich
Skolach zrejmé nejrozsirené;jsi,® o vysledky dotaznikd, které vypliovali ucitelé
testovanych zaka (v dalSim textu ucitelsky dotaznik),’ dale o dotaznik, ktery
vyplnovaly narodni tymy a ktery se tykal zamysleného kurikula, a konecné
o analyzu obsahu fady ucebnic matematiky pro 2. stupen zakladni Skoly
z nakladatelstvi Prometheus (autorského kolektivu vedeného O. Odvarkem),

vy

ktera byla v dobé TIMSS 2007 ziejmé na Skolach nejrozsirené;jsi.

Analyzu tuloh jsme zacali jejich zatfidénim do urcité oblasti skolské mate-
matiky. Brzy jsme dospéli k zavéru, Ze ne vzdy se s autory testu shodneme
v jejich zarazeni do té ¢i oné domény. Zaroven je clenéni do Ctyf domén
TIMSS 2007 (Cislo, Algebra, Geometrie a Data a pravdépodobnost) p¥ili$ hru-
bé, nez aby dokazalo postihnout, v ¢em redlné spocivaji slaba mista nasich

¢ Viz http://www.csicr.cz/cz/0-nas/Mezinarodni-setreni-archiv/TIMSS /TIMSS-2007.

7V narodni zpravé TIMSS 2007 neni tento fakt viibec zminén. Bere se za ziejmé, Ze Zaci latku,

kterou testuji ulohy TIMSS, probirali, a tedy je mozné podle jejich Gspésnosti usuzovat na to,

jakych dosahli vysledki.

BohuZel neni mozné zjistit, podle jakého vzdélavaciho programu byli testovani Zaci uceni, ¢i

jakou Fadu ucebnic pouzivali.

9 Viz http://www.csicr.cz/getattachment/cz/0-nas/Mezinarodni-setreni-archiv/TIMSS/TIMSS
-2007 /ucitelsky-dotaznik-8r.pdf.
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zakd. Domény v TIMSS jsou sice dale clenény do tzv. tematickych celki (topic
areas), ovsem profily vykont podle nich uz Mezinarodni zprava TIMSS nepo-
dava (srov. Mullis et al., 2008). Navic ani toto ¢lenéni neni z hlediska obsahu
dostate¢né homogenni. Napt. v doméné Cislo je vyc¢lenén tematicky celek
ZlomKy a desetinna cisla, ktery zahrnuje 23 tloh z celkového poctu 63 v celé
doméné. V Sesti pripadech z téchto 23 tuloh se vysledky Ceskych zaki pohy-
buji pouze kolem mezinarodniho primeéru. Ve zbylych 40 tlohach domény
Cislo najdeme pouze pét tiloh s takto slabymi vysledky. Bylo by tedy mozno
usoudit, Ze pro nase zaky je problematicka oblast zlomki a desetinnych ¢isel.
Ve skutecnosti se ovsem vSech onéch Sest tloh se slabymi vysledky tyka pou-
ze zlomka, nikoli desetinnych Cisel. Z téchto diivodl jsme vypracovali vlastni
kategorizaci tloh, kterou uvadime v tabulce 3.

Dale bylo nutno rozhodnout, které tilohy budeme povazovat za predstavitele
problematickych oblasti. Nejde jednoduse o vSechny tlohy, v nichz nasi Zaci
dosahli Spatnych vysledki. Mohlo by se jednat o obtizné dlohy, v nichz byli
malo uspésniizacivostatnich zemich. Proto jsme vysli z porovnani primérné
uspésnosti nasich zaki! s priimérnou uspésnosti mezinarodniho souboru.
Primérna odchylka dspésnosti naSich zakl od uspésnosti mezinarodniho
souboru ¢ini + 9,4 %.™ Tuto hodnotu jsme tedy vzali jako standard ceskych
Zdkii. Nasledné jsme porovnali vykon ceskych zakl u jednotlivych tloh
s jejich standardem. Za jejich slabiny pak povazujeme ulohy, v nichz se jejich
vysledky odlisuji od mezinarodniho souboru o méné nez 5 %. Vintervalu 0 az
+ 5 % oznacujeme tlohy jako slabé, pti zaporné odchylce pak jako velmi slabé.
Tato konstrukce standardu a odchylek od néj ma tu vyhodu, Ze je nezavisla
na samotné uspésnosti v uloze, ktera se pochopitelné méni v zavislosti na
obtizZnosti ulohy.

Tabulka 3 podava ve sloupcich prehled jednotlivych nami vyclenénych
oblasti a tdaji o vysledcich nasich zakt. Kategorie nejsou striktné disjunktni,
zejména ulohy z oblasti Slovni ulohy jsou vesmés kddovany i v jinych
oblastech. To je dano tim, Ze nékteré tlohy zietelné nesou dva aspekty, z nichz
kazdy muze tvorit jadro obtiZnosti, které se snazime postihnout. Je ovSem
treba upozornit, ze data TIMSS zdaleka ne vzdy dovoluji identifikovat, ktery

10 (Jspésnost je dana jako procento zake, ktetf danou tlohu Fesili spravné. (Pro tenty? indikator
se Casto uziva také termin obtiZnost - difficulty). V naSem textu ji nékdy oznacujeme také jako
vykon zaku.

1 Pokud vyradime tulohy, které dale oznacujeme za slabé a velmi slabé, zvysi se primérny
odstup od mezinarodniho primeéru na +13,6 %.
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z téchto aspektl je pro nase zaky obtiznéjsi. I kdyZ u iloh s vybérem odpovédi
mame k dispozici udaje o frekvenci jednotlivych chybnych odpovédi, casto
nelze postupy, které za nimi stoji, interpretovat jednoznacné. Tim spisSe
to plati o otevienych ulohach, kde mame vétSinou tidaj o poctu spravnych
feseni, nikoli vSak o typech chyb, jichZ se Zaci dopoustéli v odpovédich, které
byly k6dovany jako nespravné.

Tabulka 3
Prehled slabych a velmi slabych tiloh v TIMSS 2007

Primérna
Procento uspésnost
Pocet slabych Procento Ceskych Primérny
Celkovy Pocet velmi avelmi velmi zaki rozdil ¢eského
pocet slabych slabych slabych slabych vdané amezinarodniho
uloh uloh uloh uloh uloh oblasti souboru

Algebra 45 8 16 53% 36% 43,1 4,7

Funkce 6 0 3 50% 50 % 34,5 1,9

Substituce 12 3 6 75% 50% 35,5 2,0

Rovnice,

nerovnice 10 2 4 60% 40 % 37,4 2,8

Vyrazy 17 3 3 35% 18% 55,0 8,6
Posloupnosti 17 4 3 41 % 18% 35,7 6,3
Obrazce, télesa 20 6 5 55% 24% 38,7 5,4
Geometrie (bez
obrazci a téles) 30 6 3 30% 10% 53,4 11,1
Cisla 44 5 6  25%"° 14% 54,4 11,2
Uméra, pomér 11 2 1 27% 9% 57,7 10,6
Procenta 9 0 0 0% 0% 61,2 13,5
Slovni ulohy 36 5 1 17% 3% 50,5 13,9
Pravdépodobnost 8 2 1 38% 13% 57,8 11,3
Soufadnice,
grafy v soustavé
soufadnic 6 0 2 33% 33% 50,9 4,3
Statistika 6 0 2 33% 33% 33,6 3,6
Reprezentace dat 27 0 1 4% 4% 56,3 14,4

12 7 téchto 11 tloh se 6 tyka zlomkd.
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Z tabulky 3 je patrné, Ze k celkové slabsim oblastem ceskych zak patii Alge-
bra, Posloupnosti'® a Obrazce a télesa'*, naopak Cisla patii spise k jejich sil-
néj$im strankam.

Z hlediska kognitivnich domén je z naSich analyz patrné, Ze nejmensi pocet
nami vymezenych slabych a velmi slabych uloh se vyskytoval v doméné
Prokazovani znalosti (26 %). Naopak nejvyssi pocet slabych uloh je vdoméné
Pouzivani znalosti - 48 %, v doméné UvaZovani je to 42 %. (Zajimavé je,
Ze pri prepoctu na Raschiiv skdr, kde pri metodé IRT dochazi k rozsahlym
interpolacim, jsou skéry ve vSech doménach zhruba stejné - Znalosti: 502,
Aplikace: 504, Uvazovani: 500.)

Je mozno si povsimnout i dalsich souvislosti. Ob¢as se mluvi o tom, Ze Cesti
zaci dobte zvladaji typicky skolni tlohy a prokazuji typicky Skolni znalosti,
ale neuméji je aplikovat. Podivame-li se z tohoto hlediska na tispésnost FeSeni
slovnich uloh, dojdeme k zajimavym zavértim.

Za slovni ulohu zde povazujeme ulohy s (pseudo)realnym kontextem
(nejde tedy o jakoukoli ulohu zadanou slovy). Ve 36 takto identifikovanych
slovnich ulohach byla primeérna tspésnost ceskych zakd o 14 % vyssi, nez
byl mezinarodni primér. Naopak mnohem bliZze k hodnotam mezinarodniho
primeéru klesali nasi zaci v radé oblasti, v nichz $lo spiSe o zachazeni s typicky
matematickym aparatem, jazykem a symbolikou.

Je moZno provést jesté jiné srovnani, které vede k témuz zavéru. Prevazujici
kognitivni doménou reprezentovanou ve slovnich tlohach bylo Pouzivani
znalosti. Bylo mu vénovano 23 ze 36 tloh.'® V téchto 23 tlohach je primérna
uspésnost nasich zakl o 13 % vyssi neZ u mezinarodniho souboru. Oproti
tomu v ostatnich, ,,ne-slovnich“ ilohach této kognitivni domény je primeérna

Vv

uspésnost nasich zakid oproti mezinarodnimu souboru vyssi jen o 7 %.

Tato zjiSténi jsou v rozporu s Casto uvadénym nazorem, Ze selhavani nasich
zakl v matematice je zplisobeno nizsi urovni ¢tenaiské gramotnosti. Také
teze o tom, Ze do vyuky matematiky je tieba zavést mnohem vice tlohy
s praktickym kontextem, blizké realnému zZivotu, neni témito vysledky pod-

13 Ulohy, které jsme vy¢lenili do oblasti Posloupnosti, fadi TIMSS vesmés do domény Algebra.

* Tuto oblast jsme vy¢lenili zdomény TIMSS Geometrie, nase oblast Geometrie pak zahrnuje
zbytek tloh ptvodni domény. Z tabulky 3 je patrné, nakolik maji nasi Zaci v téchto dvou
¢astech ptvodni domény rozdilnou ispésnost.

15 8 loh pak bylo na Uvazovani a pouze 5 na Prokazovani znalosti.
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porena. Jeji uplatnéni by vedlo paradoxné k tomu, Ze budeme nase zaky vice
ucit to, co jim jde, a méneé to, co je jejich slabinou.

Kromé celkového porovnani jednotlivych oblasti se pokusime o podrobné;jsi
pohled na podoblasti a typy tloh. Omezime se pritom na oblasti, které jsme
identifikovali jako slabé. Pro zajimavost uvedeme nékdy i ty ulohy, v nichz
byly vysledky naSich zakl naopak vysoko nad mezindrodnim primérem.
Presné zadani ¢asti uloh z blokl oznac¢enych M01-MO05 a M071¢ 1ze dohledat
v publikaci UIV (Tomasek et al., 2009). Dal$i ¢ast uloh, které byly uvolnény
az v roce 2013, je mozno najit na strankach www.timss.org pod odkazem na
Setreni TIMSS 2011."7 Neuvolnéné ulohy popiSeme tak, aby bylo jasné, o co
v nich jde. Jejich presné zadani uvést pochopitelné nelze.

3 Algebra jako kritické misto

Nejhorsich vysledki - ve srovnani s mezinarodnim primeérem - dosahli cesti
zaci v ulohach zamérenych na funkce a/nebo vyzadujicich substituci. Je ovsem
patrné, Ze hranice mezi dil¢imi oblastmi Algebry jsou neostré a mnohé tlohy
by bylo moZné zaradit i do jiné dil¢i oblasti.

3.1 Funkce

Tato oblast obsahuje pouze Sest tiloh a v poloviné z nich jsou vysledky nasich
zakl nad mezinarodnim primeérem. V tiloze M04-05B je tfeba vypocitat ¢as
ptidraze 40 km a rychlosti 30 km/h (tispéSnost 22,5 %, coZ je ovSsem 0 9,2 %
nad mezinarodnim primeérem)?8, v iloze M04-05C je tieba vypocitat ¢as pri
draze 15 km a rychlosti 7,5 km/h (tspésnost 39,2 %; + 17,6 %). Z toho je
pékné vidét, jak vyrazné kolisa ispésnost jen pii zméné zadanych cisel. Jde
o ulohy otevrené.

16 Jde o pocate¢ni tii znaky ve znaceni tlohy, dal$i dvojéisli za poml¢kou znaéi poradi tlohy
v bloku.
Ulohy s kédy zaéinajicimi M08, M12 a M14 nebyly dosud uvolnény, nelze je tedy vyhledat ve
verejné dostupnych zdrojich. My jsme k nim (v ¢eském znéni) ziskali pristup jen pro ucely
vyzkumu.
17" Jde o ulohy péti blokd, jejichZ znaceni z r. 2011 ovS§em neodpovida tomu, které bylo pouZito
v TIMSS 2007. Bloky byly pfeznaceny takto (prvni iidaj je ndmi pouZité znaceni z roku 2007,
druhy tdaj udava nové znaceni z roku 2011): M06 -> M03, M09 -> M05, M10 -> M06, M11 ->
MO07, M13 -> M01. Ulohy jsou pochopitelné v anglickém znéni.
Nadale budeme v zavorce za oznacenim nebo popisem tllohy uvadét nejprve ispésnostnasich
zaku v procentech, za stiednikem pak odchylku od tispé$nosti mezinarodniho souboru.

18
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vy

Ponékud nizsi uspésnost vzhledem k mezinarodnimu priméru vidime
v neuvolnéné uzaviené tloze M12-05, v niZ je puntiky vyznaceno 5 bodi
v soustaveé souradnic (jeden z nich je na ose x a jeden na ose y) a ma se zjistit,
ktera ze Ctyr variant predpisu linearni funkce vyjadiuje vztah mezi témito
body. (Uspésnost je 58 %; + 5,4 %.)

Slabé a velmi slabé tlohy

Ve srovndni s mezindrodnim souborem jsou na$i Zaci nejméné tspésni
v (neuvolnéné) uzaviené dloze M12-06 (UspéSnost 28,2 %; -8 %), v niZ je
dana konkrétnim cislem primeérna rychlost auta a zak ma vybrat vzorec,
podle kterého se vypocita vzdalenost, kterou auto ujede za dobu t. Vzdalenost
je oznacena jako d.

Pfi srovnani s vySe zminénymi dlohami M04-05B a C, které jsou také ,ulohami
o pohybu® jde o vysledek diametralné odliSny. Na prvni pohled to vypada,
Ze CeSti ZAci tesi jejich konkrétni zadani z hlediska mezinarodniho srovnani
nadprimérné; jakmile vSak jde o algebraické vyjadieni vztahu a nikoli
o konkrétni ¢iselné zadani, situace se méni. Tento dojem je zesilen zvlastnimi
vysledky mezinarodniho souboru - Ze totiz v mezinarodnim priimeéru fesi

nez vypocty pii konkrétnich ¢iselnych zadanich.

Pro anglicky mluvici zemé je vSak zdhada moZné do urcité miry vysvétlitelna
tim, Ze v angli¢tiné se draha znacdi d (distance) a spravna rovnice v dloze
M12-06 odpovida anglické podobé klasického vzorce: d =v - t. V tom piipadé
jsou nasi Zaci znevyhodnéni, protoZe v tloze fesi navic substituci (ndhradu
proménné d proménnou s).

Ve zbylych dvou ulohach oblasti Funkce dosahli nasi Zaci také horsiho
vysledku, nez je mezinarodni primeér. Uzavirena iloha M04-08 (ispésnost
24,5 %; - 5,5 %) ma toto znéni: Ktery bod leZi na primce y = x + 2? (Varianty
odpovédi jsou uvedeny spolu s procentem nasich zaki, ktefi je vybrali.
Celkem 22,2 % zakd ulohu vynechalo.)

A:[0,-2]125,7%, B:[2,-4]199%, C:[4,6]245%, D:[6,4]7,7 %;
Domnivame se, Ze problémem muze byt, Ze u této ulohy nebylo explicitné
napsano x = 0, y = -2, ale byla zaddna uspotrddana dvojice. Hlavnim zdrojem
chyb byla zdména potradi hodnot v usporaddané dvojici. Tomu by odpovidaly
nespravné odpovédi A a D. Prispiva k tomu i to, Ze v rovnici, do niZ Zaci



34 Miroslav Rendl, Nada Vondrova

dosazovali, bylo nejdrive pismeno y a pak teprve x a nékteri zaci tedy ,logicky*
dosazovali ¢isla z usporadanych dvojic zleva. Ve varianté B se k tomu mohla
pridruzit chyba ve znaménku, tedy problém se zapornymi Cisly. Je tedy
patrné, Ze obtiznym momentem ulohy neni primarné dosazeni Cisel, ale
koncept usporadané dvojice. Na druhou stranu nabizené varianty ani jinou
moznost chyby nenabizeji

V tloze M05-10 (dspésnost 38,4 %; -6 %) je dana tabulka, kde v prvnim
radku je nékolik hodnot proménné x a ve druhém radku jsou k nim prislusné
hodnoty proménné y:

x:1,2,3,4,5
y:1,3,5,7,9

Otazka zni, ktera ze ¢ty danych rovnic vyjadruje vztah proménnych x a y.
Spravna odpovéd je y = 2x - 1.

Vsechny tii chybné varianty odpovédi (distraktory) nabizeji rovnice, které
vyhovuji pouze jedné dvojici proménnych x, y. Zaci volili odpovéd’ nejcastéji
podle druhé dvojice (25 % zaku), dale pak podle prvni a posledni dvojice
(13 %, resp. 11 %).

Aniproblém tlohy M05-10 neni v samotném dosazeni - kazda chybna varian-
ta indikuje dosazeni nékteré z dvojic. (Na druhou stranu ovSem varianta, kte-
ré by nevyhovovala zadna z dvojic, nebyla autory ulohy nabidnuta.) Problém
je v tom, Ze Zaci netestuji vsechny dvojice. To svéd¢i spise pro nepochopeni
povahy funkce a toho, jak ji rovnice vyjadtuje, resp. pro problémy s precho-
dem mezi riznymi reprezentacemi funkci (v tomto pripadé rovnici a tabul-
kou). Dalsim mozZnym faktorem netspéchu mohl byt i fakt, Ze pojem rovnice
je v 8. rocniku (a na zakladni Skole viibec) spojen s hledanim jednoho rese-
ni - jeho nalezenim tloha konci.

Urcité vysvétleni netispéchu nasich zakd u vySe uvedenych uloh najdeme
v ucitelskych dotaznicich. Podle nich se se zjiStovanim ,hodnot funkci/
vzorcl pro dané hodnoty proménnych” setkalo jen 48 % testovanych zaka
a s ,ekvivalentnimi vyjadienimi funkci - usporadané dvojice, tabulka, graf,
rovnice nebo slovni vyjadreni jen 19% (Mullis et al.,, 2008). To potvrzuje
i Vzdéldvaci program Zdkladni Skola, v némz jsou funkce planovany az na
9. ro¢nik.
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3.2 Substituce (dosazovdni)

Ulohy vyzadujici substituci (ndhradu proménné ¢isly, jinou proménnou nebo
vyrazy) nejsou v ramci TIMSS zvlast vyznaceny, ovSem pri nasich analyzach
jsme si vsimli, Ze u relativné velkého poctu tloh, v nichz nasi zaci nebyli
uspésni, Slo pravé o dosazeni ¢isel nebo proménnych.

Z celkového poctu 12 uloh dosahli nasi zaci svého standardu (9,4 % nad
mezinarodnim primeérem) nebo vysledkd jen mirné horsich ve trech tllohach
vyzadujicich dosazeni konkrétnich kladnych ciselnych hodnot za jednu c¢i
dvé proménné do vyrazu (M06-06, M09-06, M12-07). Vzdy byla konkrétné
zadana hodnota proménné, ktera se méla dosazovat, napft. t = 9.

Slabé a velmi slabé tilohy

Slabych vysledkt dosahli nasi zaci u dvou uloh, kde podstatou resSeni byla
viceméné intuitivni identifikace nasobku vyrazu, napi. v uloze M06-08
(Gspésnost 32,4 %; +4,8 %): a + b = 25, kolik je 2a + 2b + 4. Podobné je tomu
v neuvolnéné uloze M14-03 (66,4 %, +4,8 %).

Na hodnoty uUspésnosti kolem mezinarodniho priméru klesaji vysledky
nasich zaku v ulohach, kdy maji do rovnice, resp. do vyrazu dosadit dvojice
hodnot, aby ovérili platnost rovnosti.

Ulohou toho typu je neuvolnéna tloha M08-08 (tispé$nost 36,2 %; -1,2 %),
kde se ma zjistit, ktera ze ctyt nabizenych rovnic ma jako reseni danou dvojici
Cisel. Napt. by mohla byt zadana dvojice x = 3 ay = 8 a nabidnuty Ctyfti rovnice,
z nichZ jedina je po dosazeni hodnot platna. Nejpochopitelnéjsi chybou je
zaména x a y pri dosazovani (13,2 % zakd): 3x - 8y=0. AvSak nejcastéjsi
Spatna odpovéd’ (25,4 %) odpovida tomu, kdy by jako spravné reseni byla
vybrana rovnice 8x + 3y = 24. Zda se, Ze Zaci nejdrive dosazuji zvlast cislo x,
pak zvlast ¢islo y a druhy scitanec ignoruji (jakoby ovérovali vzdy jen jednu
proménnou), a dostanou tedy v obou pripadech ¢islo 24.

Podobna tloze M08-08 je neuvolnéna tloha M14-07 (52,8 %; -1,2 %), kde
maji Zaci naopak hledat reSeni k zadané rovnici - tedy je zadana rovnice
o dvou neznamych a Ctyfi usporadané dvojice prirozenych cisel a Zaci
maji zjistit, ktera dvojice &isel je FeSenim rovnice. Uspésnost je vy3si nez
u M08-08, coz je ziejmé dano riznou obtiznosti zadani - je tézsi priradit

vvvvvv

najit ¢isla pro jedinou zadanou strukturu. VSechny tfi varianty chybnych
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odpovédi lze interpretovat jako zaménu hodnot x a y v usporadané dvojici.
Dospivame tak ke stejnému zavéru jako vyse u ulohy M04-08, Ze tu totiz
problém nespociva primarné v substituci, ale v konceptu usporadané dvojice.
Zaroven je mozno si vS§imnout, jak se v téchto strukturalné témér shodnych
ulohach lisi jednak tispésnost, jednak mira vynechani tlohy (zde pouze 8,8 %
oproti 22,2 % v M04-08). Opét se tu ziejmé potvrzuje, Ze zakiim v uloze
M04-08 délalo problémy, resp. odrazovalo je od pokusu o reSeni, Ze museli
pri dosazovani pracovat se zapornymi cisly.

V uzaviené uloze M04-03 maji zaci do daného vyrazu dosadit hodnoty
proménnych a a b (Gspésnost 33,8 %; -0,4 %). Nejc¢astéjsi Spatna odpoveéd
(témér 45 %) odpovida tomu, Ze Zaci nespravné dosazuji do vyrazu -b
hodnotu b = -1 a dostavaji ¢islo -1 misto 1.

0 dosazovani $lo i v uzavrené tloze M06-10 (Gspésnost 25,0 %; +0,2 %):
(0,-1),(1,3)

Kterou z rovnic spliiuji OBE dvojice ¢isel (x, y)?
a)x+y=-1,b)2x+y=5,¢c)3x-y=0,d)4x-y=1

Kromé dvou obtiznych moment{, které jsme vidéli jiz vySe (Zaci dosazuji
jen jednu z usporadanych dvojic a jedna z dvojic obsahuje zaporné ¢islo), je
tentokrat situace ztiZena jesté tim, Ze rovnice musi byt splnéna soucasné pro
obé dvojice ¢&isel. Cekali bychom tedy, Ze tiloha bude mit je$té niZ$i tispésnost
nez M04-08. Ve skutecnosti je ovSem Uspésnost témér shodna, témér shodny
je také pocet zaka, kteri tuto ulohu uplné vynechali (21 %). Podivame-
li se ovSem na zadani a vysledky blize, je patrné, ze k zaméné poradi
v usporadanych dvojicich vlastné nemohlo dojit, protoze zZadna z variant
odpovédi takovou moznost nenabizi. VSechny chybné odpovédi pak spocivaji
ve vybéru rovnice, ktera vyhovuje pouze jedné dvojici ¢isel. Na druhou stranu
si ovSem u spravné odpovédi nemtzeme byt jisti, Ze reSitelé nepouzili tutéz
chybnou strategii. Ta by pak vedla k ispéchu viceméné nahodné.

sy

Dodejme, Ze Cesti zaci se s velkou pravdépodobnosti setkali s pojmem rovnice
jen u linearni rovnice s jednou proménnou, ne se dvéma proménnymi.
Linearni funkce se v programu Zakladni skola objevuji aZ v 9. ro¢niku.

Nejmensi Gspésnost byla u neuvolnéné ulohy M14-10 (Uspésnost 12,5 %;
-0,8 %), kde byl rovnici dan vztah mezi tfemi proménnymi, pficemz se v rov-
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nici objevil lomeny vyraz ve formé ,desetinné cislo lomeno 1 000 K tese-
ni stacilo dosadit hodnoty dvou proménnych, které byly ovSem uvedeny
v pomérné komplikovaném slovnim zadani. Na druhou stranu nebylo potie-
ba provadét zadné ekvivalentni tipravy rovnice. Zaci se ziejmé textu nebo
komplikovaného vyrazu'® zalekli, protoze témér 50 % se jich o vypocet viibec
nepokusilo.

Vyraznéji pod mezinarodnim primeérem jsou vysledky ceskych zakd ve
dvou neuvolnénych tlohach, kde je tfeba do algebraického vyrazu dosadit za
kazdou z dvojice proménnych algebraicky vyraz slozeny z ¢isla a proménné
(M08-11A - tspésnost 30,7 %; -2,7 %, M08-11B, uspésnost 8,8 %; -4 %).
Obé ulohy jsou oteviené, takze bohuZzel nevime nic o povaze chyb, kterych se
zaci dopoustéli. V obou pripadech ulohu vyznamné procento zaki vynechalo
(17 %, resp. 20 %).

Dodejme, Ze vyrazy a dosazovani do vyrazi* bylo v programu Zakladni
skola planovano na 8. ro¢nik. Podle ucitelského dotazniku se s ,,dosazovanim
danych cisel do vyrazii a vypoctem hodnoty* setkalo 99 % testovanych zakt
(o dosazovani vyrazl s proménnou se v dotazniku nemluvi). V analyzované
fadé ucCebnic zadné ulohy, v nichz se do vyrazu ma dosadit jiny vyraz, ktery
obsahuje proménnou, nejsou.

3.3 Rovnice a nerovnice

Dalsi oblasti, ve které se objevuje velka cast tloh s vysledky pod standardem
Ceskych zakd, jsou Rovnice a nerovnice. (Misty je ovSem obtizné rozhodnout,
zda dana tloha nespada spiSe do oblasti Vyrazy.)

Vyznamnéji nad mezinarodnim primeérem jsou vysledky u tii tloh. U prvni
z nich jde o reSeni klasické rovnice s jednou neznamou, v niz se ekvivalentni

Vv
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uspésnost 69,1 %; +11,5 %). DalSi dloha vyZaduje sestaveni rovnice pro
,soucet délek stran trojuhelniku, které jsou zadany jako jednoduché aditivni
vyrazy s toutéZ proménnou (M08-10A - Uspésnost 36,5 %; +12,7 %). Treti,
uzaviend, dloha je reSitelna tvahou, tedy i bez sestaveni rovnice (M11-12,
uspésnost 52,1 %; +8,8 %).

19 Pro né ziejmé nezndmého - podle programu Zakladni $kola se lomené vyrazy mély probirat
az v 9. rocniku.
20 Ovsem neni specifikovano, zda se jedna téz o dosazeni vyrazi s proménnymi, nejen isel.
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Slabé a velmi slabé tilohy

Slabé tulohy v této oblasti jsou dvé. M04-06 je uzavrena slovni uloha, v niz
je dana rovnice vypoctu poplatku za zasilku (y = 4x + 30, kde x je hmotnost
v gramech, y je cena v zedech), a hleda se nejvyssi hmotnost zasilky, kterou
je mozno poslat za 150 zedi (Uspésnost 38,8 %; +4,9 %). Nejcastéjsi Spatna
odpoveéd’ (22,8 %) odpovida tomu, Ze Zaci spravné dosadi y = 150, odeCtou
od obou stran rovnice 30, ale uz neudélaji druhou upravuy, tj. déleni obou
stran rovnice ¢islem 4. Tedy maji problém s reSenim linearni rovnice o dvou

krocich.

Zatimco u predchozi tUlohy mizZeme za slaby vysledek vinit i pomérné
netradi¢ni formulaci tlohy (nejvyssi hmotnost zasilky), u neuvolnéné dlohy
MO08-06 (uspésnost 50,8 %; +4,1 %) se jedna o klasickou linearni rovnici.
U rovnice typu 7x = 11 volilo celkem 22,5 % zakd chybnou odpovéd’ typu
7/11 (nespravny pokus o ekvivalentni upravu - vydéleni rovnice cislem 7),

18,5 % variantu odpovidajici feSeni 77 (nespravna ekvivalentni uprava).

Typické pro ceské zaky jsou horsi vysledky pri tipravach linearni nerovnice.
U uzaviené ulohy M01-04: x/3 > 8 (ispésnost 29,4 %; -2 %) nejcastéji vybi-
rali zaci odpovéd x > 8/3, coz by podobné jako u rovnic odpovidalo nesprav-
né ekvivalentni tpravé. Slozitéjsi nerovnici M06-07: 9x — 6 < 4x + 4 Uspésné
vytesilo jen 11,5 % (-5,8 %) a 31,2 % zaki ji vynechalo.

Za svym standardem (a dokonce i za mezinarodnim primérem) cesti zaci
vyrazné zaostavaji také v reseni soustavy dvou linearnich rovnic (M10-07
- uspésnost 40,1 %; -5 %). Tuto tlohu s volbou odpovédi bylo mozno fesit
také postupnym testovanim nabidnutych kladnych celociselnych variant
hodnot neznamé x a y - v tom pripadé by Spatné vysledky svédcily opét
o problémech se substituci ¢i s chapanim, Ze dvojice ¢isel musi vyhovovat
obéma rovnicim, nikoli jen prvni z nich.

Ulohou, ve které nagi 7aci zaostali nejvice, je iloha s neznamou ve jmenovateli
(M08-09 - ispésnost 16,1 %; —-8,4 %).

Opét miZeme upozornit na vysledky ucitelského dotazniku. Podle ucitelt
testovanych zaku se s ,jednoduchymi linearnimi rovnicemi a nerovnicemi
a soustavami rovnic o dvou proménnych*“ setkalo jen 53 % testovanych zakd.
Program Zakladni $kola zaiazuje linearnirovnice véetné uprav?' do 8. ro¢niku,

2 Testovani probéhlo od biezna do kvétna 2007, je tedy mozné, Ze néktef{ zaci neméli latku
probranu, i kdyz byla planovana na 8. ro¢nik.
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ovSem nerovnice a soustavy rovnic jsou az o rok pozdéji. (Z dotazniku nelze
zjistit, zda Zaci méli rovnice probrany, nebo ne, protozZe otazka v ucitelském
dotazniku spojila tento pojem s nerovnicemi a soustavami rovnic, které
se vSak u nas zpravidla neprobiraji soucasné.) Rovnice s neznamou ve
jmenovateli byly v programu Zakladni skola téz planovany az do 9. ro¢niku.

3.4 Vyrazy

Ponékud prekvapivé dosahli nasi Zaci v této oblasti v priméru standardnich
vysledkil (tedy primérné uspésnosti o 9,4 % vyssi, nez byl mezinarodni
primeér). Nadstandardnich vysledkd dosahli nasi Zaci v péti ulohach, které
tvoii dvé odliSné skupiny.

V jedné skupiné uloh jde o upravy mnohoclent s¢itinim a nasobenim
(M02-06, M05-02, M06-05). Uspésnost nasich zaki v téchto tilohach je mezi
69 % a 76 %, odchylka od mezinarodniho primeéru od +15,8 % do +24,2 %.

s v

Druha skupina zahrnuje tlohy, v nichZ maji Zaci vybrat vyraz, ktery vyjadiu-
je jednoduché vztahy ve slovné popsané realné situaci (M07-06, M11-05).
Mezi témito dvéma tlohami nachazime na prvni pohled ptrekvapivy rozdil
v uspésnosti. Prvni z nich (ktery vyraz odpovidd tomu, Ze Halina md o 3 bundy
vice neZ Anna, kdyZ n je pocet bund Haliny) Ye$i spravné pouze 55,8 % zakl
(+15 %), zatimco druhou (vyraz pro celkovy pocet balonku, kdyZ kazZdy
zm chlapcti a n divek md dva balénky) 86,1 % (+15,2 %). Rozdil ovsem odpo-
vida zhruba tomu, kolik zakt se v prvni tloze nechava svést vyrazem ,vice“
ke scitani, a tedy k volbé vyrazu n + 3. Slovo ,vice” zde plisobi jako tzv. antisig-
nal (Hejny & Kutina, 2009) - jde o slovo, které vyznamové navadi k inverzni
operaci, neZ je ta, ktera vede ke spravnému reSeni. Néktet{ zahrani¢n{ autofi
nazyvaji takové tlohy inconsistent (napt. Fuson, Carroll, & Landis, 1996).

Slabé a velmi slabé tilohy

Na troven mezinarodniho priméru nebo i pod néj klesaji vysledky nasich
zaka v péti ulohach. Opét tu lze najit dvé vyse vyclenéné skupiny, objevuje
se ovSem jeSté dalsi skupina, kterou by snad bylo moZzno povaZovat za

vivs

vyrazy a vztahy v realité.

vvs 7

Nejvyssi uroven obtiZnosti dpravy mnohoclenu v testech TIMSS predstavuje
uzaviena uloha M04-07 (Uspésnost 24,7 %; -1,1 %). Vyzaduje jednak



40 Miroslav Rendl, Nada Vondrova

roznasobeni dvojclenu, jednak odecteni dalsiho dvojclenu, pfi némz se ,méni
znaménko v zavorce“: 2(x + y) - (2x - y). Necastéjsi nespravné odpovédi
odpovidaji tomu, Ze zak nezménil znaménko u nékterého ¢lenu druhého
dvojclenu.

Vyjadreni situace vyrazem odpovida uzaviena iloha M10-08 - jde o vyjadreni
obsahu obdélnika, ktery ma strany oznacCeny x a x + 2; uspésSnost FeSeni
klesa na 35,5 % (-2,8 %). NejCastéjsi nespravna odpovéd x?+ 2 (36,1 %)
odpovida nespravné provedenému roznasobeni zavorky - Zaci nechapou
vyraz v zavorce jako jeden celek. Miizeme vyslovit domnénku, Ze uloha by
ziejmé meéla vyssi uspésnost, pokud by jako strany obdélnika byla pouzita
,standardni“ pismena q, b.

Caste¢né podobna je tlloha M09-04 (Gispésnost 42,5 %; +1,5 %), ktera vsak
klade otazku obracené: Co by mohlo byt znazornénim vyrazu 2x + 3x? Zaci
vybiraji ze ¢tyt situaci obsahujicich geometricky nakres (obr. 2).

@® Délka této Gsecky: — 5
2 3 X
Délka této tsecky: — :
2 3
(© Obsah tohoto obrazce: x
X . x
(D) Obsah tohoto obrazce: 5

Obrdzek 2. Obrazek k uloze M09-04 (Tomasek et al., 2009).
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ZAci nejcastéji vybrali jako nespravné reSeni délku tsecky A a B, jako by
pod vyrazem 2x nebyli schopni vidét obsah (pro jehoz vyjadieni ocekavaji
druhou mocninu), ale jen délku. K tomu ziejmé prispiva fakt, Ze jeden rozmér
obdélniku je dan c¢islem, zatimco druhy je oznacen proménnou.

V obou ulohach zjevné prispiva k obtiznosti to, Ze se v nich kombinuji - byt
velmi elementarné - vyrazy s oblasti Obrazce a télesa.

Uloha M11-04 zni: Co znamend vyraz xy + 17, pfi¢emz jsou nabidnuty &ty¥i
moznosti ¢teni vyrazu (Gspésnost 64,7 %; +2,6 %). Nejcastéjsi nespravna
odpovéd’ (20,8 %) odpovida tomu, Ze Zaci interpretuji vyraz xy jako soucet
a ne soucin.

Ulohu M11-04 spolu s tllohou M14-05 (tloha typu ktery vyraz odpovidd jedné
devitiné z a? - ispésnost 40,6 %; -5,1 %) bychom mohli vzit jako specifické
pripady otazky, jak Cist dany algebraicky vyraz, resp. ktera konfigurace
realnych vztahl vyrazu odpovida. Zaroven jsou to symptomatické tlohy
pro prechod od jazykového vyjadreni k algebraickému zapisu, ktery je pro
Ceské zaky kritickym momentem. To je velmi dobte patrné z nékterych tloh
z oblasti Posloupnosti.

4 Posloupnosti jako kritické misto

Do této oblasti jsme zaradili celkem 17 tloh, vSechny jsou oteviené. Pouze dvé
z nich vsak stoji samostatné a obé se tykaji ¢iselnych rad. V neuvolnéné tloze
MO08-07 jde o Fibonacciho posloupnost a o doplnéni Ciselné fady (57,5 %;
+18,5 %). Uloha M07-04 vyZaduje pravidlo, podle kterého je ¢iselna fada
sestrojena (80,5 %; +17,5 %). V obou téchto ulohach jsou vysledky ¢eskych
zakl vyrazné nad mezinarodnim primeérem.

Vsechny ostatni ulohy vyuzivaji k vytvoreni posloupnosti skladani grafickych
utvard a kladou u nich otazky na tfech trovnich: vétSinou prvni z trojice tloh
vyzaduje doplnéni poctu prvki, které vzniknou v nejblizsich dalSich ¢lenech
posloupnosti; druhd uloha poZzaduje vyjadreni (vypocitani) poctu prvki
v konkrétnich vzdalenych Clenech posloupnosti; treti tiloha pak vyzaduje
obecné vyjadreni pocCtu prvkd pro n-ty ¢len posloupnosti. Prikladem je tloha
M02-07 (viz obr. 3).
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Jarda zkoumal vlastnosti mnohothelnikd. Vypracoval tabulku, aby zjistil,
zda je mozné najit vztah mezi stranami a thly.

A. Dopln prazdna poli¢ka v tabulce.

Mnohotuhelnik

Podet stran

" . Soucet velikosti
Pocet trojihelniki vnitinich dhli
/\ \ ’

1-180°

- 180°

o 180°
~2

- 1807

B. Do Ctverecku napis spravné cislo.

Soucet velikost{ vnitinich thld mnohothelniku s 10 stranami =| |- 180°

C. Jarda vztah objevil a pomoci n dokazal napsat vzorec, ktery je pravdivy
pro jakykoliv mnohothelnik. Dopli, co napsal.

Soucet velikosti vnitfnich ahld mnohotuhelniku s n stranami=__ - 180°

Obrdzek 3. Obrazek k uloze M02-07 (Tomasek et al., 2009).

Vysledky uspésnosti pro ulohy oblasti Posloupnosti ukazuje tabulka 4 (ddaje

jsou v procentech, tu¢né vyznacené rozdily oproti mezinarodnimu souboru
v zavorce znamenaji slabé a velmi slabé ulohy).
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Nechame-li stranou odlisSnou obtiZnost jednotlivych trojic (az pétic) uloh,
ktera je z tabulky téz patrna, je zietelné viditelné prave to, ze vykony ceskych
zakl se zhor$uji na dvou kritickych mistech: na prechodu od nazorné
predstavivosti k pochopeni zavislosti, ale zejména na prechodu od pochopeni
funkéni zavislosti (diky némuz dokazou Zaci pracovat s konkrétnimi ¢isly)
k jejimu algebraickému vyjadreni. (Nabizi se otazka, zda by nasi zaci byli
schopni pravidlo formulovat alesporii slovné - jedna se o dilezity predstupen
algebraického vyjadreni). Je to vidét z toho, Ze se vysledky ceskych zaka blizi
mezinarodnimu priameéru a dostavaji se pod néj, a také z toho, Ze se vyznamné
zvysuje procento zakd, kteri se o FeSeni tlohy ani nepokouseji.

Ulohy na zobeciiovani piedstavuji jednu z cest k algebfe jako zobecnéné
aritmetice (napt. Radford, 2011). Nasi zaci vsak s nimi nemaji prilis zkusenosti
(na rozdil napt. od zakl z anglosaskych zemi). V programu Zakladni skola
neni problematika uloh na zobectovani a Ciselné posloupnosti viibec
zminéna a ani v analyzované fadé ucebnic nejsou ulohy tohoto typu uvedeny.
Podle ucitelského dotazniku se s ,¢iselnymi, algebraickymi a geometrickymi
schématy nebo posloupnostmi (rozvijeni, chybéjici Cleny, zobecnovani)“
setkalo jen 64 % testovanych zaka.

Porovname-li Ulohy v oblastech Posloupnosti a Vyrazy, je patrné, Ze otazku
po vyjadreni obecného predpisu posloupnosti mizZeme téz chapat jako
otazku po vyjadreni vztahi v redlné situaci. V tomto smyslu by se tyto tlohy
daly zaclenit do Vyrazu. Je tu patrny vyrazny rozdil v ispésnosti reseni, ktery
zirejmé souvisiistim, Ze vilohach zahrnutych do Vyrazii jde o tlohy s vybérem
odpovédi, zatimco v Posloupnostech jde o odpovédi oteviené. Zatimco dvé
nejobtiznéjsiuzavrené ulohy ve Vyrazech, vyzadujici vyjadieni vztahti vrealné
situaci (M10-08 a M09-04), maji uspésnost 35,5 %, resp. 42,5 %, v ulohach
s otevienou odpovédi v oblasti Posloupnosti se Gspésnost pohybuje pouze
mezi 6,4 % a 12,9 %. Dalo by se tedy uvazovat o tom, Ze kolem 40 % ceskych
zakl dokaze rozpoznat spravny vyraz v nabidnutych odpovédich (nebo ho
uhodnout), avsak maji-li ho sami zkonstruovat, ispésnost dramaticky klesa.
TotéZz ovSem plati ve vétsiné uloh i u mezinarodniho souboru, jen v nékterych
ulohach je u nasich zakil pokles jesté vyraznéjsi.

5 Obrazce a télesa jako kritické misto

Jde o oblast v TIMSS rozsahle zastoupenou. Zahrnuli jsme do ni 21 tloh,
které jsme vét$inou vy¢lenili z kognitivni domény TIMSS Geometrie. Radime
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sem takové ulohy, které nevyzaduji jen zakladni znalosti o vlastnostech
geometrickych utvari (jako je napt. soucet uhla v trojuhelniku ¢i vlastnosti
souhlasnych, stridavych a vrcholovych uhlid), ale také jejich vyuziti
v slozitéjsich tlohach. Jde vétsinou o ulohy ,na obsah, obvod, povrch, objem
a Pythagorovu vétu“ (RozlisSeni mezi touto oblasti a oblasti Geometrie

pochopitelné neni zcela ostré.)

Vysoko nad mezinarodnim primérem i svym vlastnim standardem jsou
Cesti zaci ve dvou ulohach: M09-09 (Kolik krychli by bylo zapotriebi k zaplnéni
otvoru?, pricemz je nakresleno téleso s otvorem tvaru kvadru sestavené
z krychli - Uspésnost 67,4 %; +25,1 %), M14-11 (kolik krychlicek ziistalo
v krychli, kdyZ se nékteré (zaddnim presné urcené) krychlicky odeberou -
uspeésnost 68,1 %; +24,7 %).

Jen o néco nize skoruji nasi zaci v uloze M04-11, v nizZ se ma nakreslit ve
CtvereCkovaném papiru trojuhelnik s obsahem dvakrat vétsim, nez je obsah
zadaného obdélniku (Uspésnost 64,7 %; +15,9 %). Da se uvazovat o tom, Ze
spolecnym rysem uloh je predstavivost v 2D i 3D prostoru strukturovaném
Ctverecky (resp. krychlickami), pricemz tato strukturace je vizualné
znazornéna. V tloze M13-03%, kde si zaci musi takovou strukturaci pouze
predstavit (pokud si ji sami nenakresli), resp. ji museji extrapolovat z obrazct
o mensich rozmérech, se odstup od mezinarodniho priméru sniZuje na
standardnich 10,4 % (Uspésnost 62,3 %), presto jde tedy o slusny vysledek.

Slabé a velmi slabé tilohy

Kolem urovné mezinarodniho priméru, kolem 9 % pod svym standardem,
se pohybuji vykony naSich zakid v deviti ulohach. Lze fici, Ze zfetelnym
spole¢nym rysem téchto uloh je nutnost pouzit znalost vzorce (pro obsah,
objem) jako vztahu parametr obrazce Ci télesa ve vicekrokovém reseni.

Otevienou ulohu M01-11A (obr. 4) reSilo dplné 19,8 % zakl (+3,4 %),
Castecné pak dalsich 14,2 %. Velka ¢ast zaki (20,7 %) tlohu vynechala.

22 Tuto ulohu zatrazujeme i do oblasti Posloupnosti (viz vyse).
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délka

8cm

Do ctvercové sité dole nakresli obdélnik, jehoz délka se rovna trem
¢tvrtindm délky obdélniku na hornim obrazku a jehoz sifka se rovna dva
a pul nasobku sitky obdélniku na hornim obrazku. Ve svém obrazku uved
délku a sirku nakresleného obdélniku v centimetrech. Strana ¢tverce ve

Ctvercové siti je dlouha 1 cm.

Obrdzek 4. Zadani ulohy M01-11A (Tomasek et al., 2009).

Naprosta vétsina castecnych odpovédi spocivala v tom, Ze obdélnik byl
spravné nakreslen, ale délka a/nebo $ifka nebyla uvedena, ptipadné byla
uvedena chybné. Je patrné, Ze obtizny moment této tlohy souvisi s vypoctem
stran, a tedy nikoli primarné s oblasti Obrazce a télesa. Problém vypoctu
byl zfejmé ve slovnim vyjadreni nasobkd a také v tom, Ze neslo o nasobky
celociselné. Chybny vypocet jedné ze stran se objevil v pétiné vsech pokust
o FeSeni.

Naslednou ulohu MO01-11B (Jaky je pomér obsahu piivodniho obdélniku
kobsahu nového obdélniku?) vynechalo 49,9 % zaku. Frekvence uplnych reSeni
byla 10,4 % (-0,6 %). Vétsina zak, kteri uvedli ¢astecné odpovédi (3,3 %),
chybovala v tom, Ze uvedla obraceny pomér. Hodnoceni spravnosti odpovédi
bylo témér nezavislé na spravnosti reSeni predchozi ulohy, za spravnou
odpovéd byl uznan kazdy odpovidajici pomér obsahd, vychazejicich z délek
stran, k nimz respondent dospél v piredchozi uloze. Je tedy mozné, Ze tilohu
spravné tesili i nékteri z téch, ktefi v predchozi tloze dospéli k chybnym
délkam obou stran, tim spiSe pak ti, ktefi méli nespravny vypocet pouze
jedné strany. BohuZzel kromé ¢astecné spravnych reseni zname povahu chyb
pouze u necelych dvou procent zakd, ktefi se zamérili vyhradné na poméry
délek a/nebo Sitek mezi obdélniky nebo v obdélnicich. O povaze naprosté
vétsiny chybnych reSeni (25,9 % Zak() nemame tdaje a nevime tedy, nakolik
méli Zaci problém s vypoctem obsahu a nakolik se sestavenim poméru.

Je tieba si povSimnout, Ze se neda povazovat za samozrejmé, Ze pokud v ulo-
ze A Zaci dospéli k néjakym délkam stran, pak spravné zjistili i obsah obdél-
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nika. Ve skutecnosti museli v tloze B udélat nékolik kroki navic: vypocitat
obsahy (to v tloze A nemuseli), dat je do poméru a mozna jesSté spravné
pomeér vykratit. Posledni krok nebyl nezbytné nutny, pokud by uvedli jako
odpovéd jen Spatné vykraceny pomér - bez ptivodniho spravného, ktery kra-
ceni predchazel, byla by odpovéd brana jako nespravna.

Uloha M05-04 je na obr. 5 (29,8 %; +0,9 %; tretina naSich zak( ulohu
vynechala).
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Kdyz tutvar na obrazku slozime, vznikne krabicka s obdélnikovymi
sténami.
Vypocitej objem krabicky.

Obrdzek 5. Zadani ulohy M05-04 (Tomasek et al., 2009).

Problém je, Ze nevime, co zpisobilo Spatnou Uspésnost tlohy. Nedovedli si
Zaci na zakladé sité predstavit vysledny kvadr? Nebyli schopni na zakladé sité
identifikovat rozméry kvadru? Nebo byl problém az ve fazi vypoctu objemu,
a tedy ve vzorci? Presto vSak pric¢inu netispéchu mizeme spatfovat mj. v tom,
Ze ve vyuce na naSich Skolach se vyskytuje malo dloh, v nichZ se ma usuzovat
na vlastnosti télesa na zakladé jeho sité. V analyzované radé ucebnic Zadné
podobné tlohy nejsou. Podle ucitelskych dotaznikii se s problematikou
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,vztahll mezi 2D a 3D utvary*, kam mizeme tuto ulohu zaradit, setkalo jen

o

48 % testovanych zaka.

Za tradi¢ni miizeme povazovat ulohu M07-07: Kruhovy rybnik md polomér
10 metri. V priméru pripadaji na jeden ctverecny metr v rybniku 2 Zdby.
Priblizné kolik Zab je v rybniku? 1 je priblizné 3,14. (ispésnost 31,9 %; +3,5 %).
Jedna se o vicekrokovou ulohu, v niz bylo tieba kromé obsahu kruhu pouzit
primé imérnosti a vhodné zaokrouhlit. Nejcastéjsi chybna odpoveéd’ 120 Zab
(35,6 %) zrejmé vychazi z vypoctu 2mr - 2 (pripadné nd - 2) a zaménuje
tedy obsah kruhu za jeho obvod bud’ na tirovni pojmu, nebo vzorcd. Druha
nejcastéjsi chyba 300 Zab (22 %) povaZuje spravné vypocitany priblizny
obsah rybnika jiz za pocet Zab a opomina nutny druhy krok reseni.

V uzaviené uloze M09-08 méli zaci vypocitat obvod ctverce, kdyz zname jeho
obsah 144 cm? (ispésnost 43 %; +0,3 %). Nejvice Spatnych odpovédi (27,1 %)
odpovidalo tomu, Ze Zaci provedli jen prvni krok feseni, tedy odmocnili ¢islo
144. Velka ¢ast zaki (18,3 %) zvolila odpovéd 288 cm. Je mozné, Ze Zaci misto
odmocnéni Cisla 144 vydélili ¢islo 144 dvéma. Tim dostali 72, coz povazovali
za délku strany, a po vynasobeni Ctyimi dostali 288. Nékteri zaci mohli byt
neuspeésni i proto, Ze si nevybavili druhou odmocninu ¢isla 144, i kdyZ pojem

obsahu a obvodu jim jasny byl.

Uzavrena tloha M09-10 (48,1 %; +0,6 %) je mezi ostatnimi atypicka (obr. 6).
Jedna se vlastné o ,obracenou Pythagorovu vétu“ (pokud pro délky stran
trojiihelnika plati urcitd rovnost, pak je trojuhelnik pravoiihly). Té se zfejmé
ve Skolach nevénuje tolik pozornosti jako Pythagorove véteé jakozto implikaci
pokud je trojihelnik pravotihly, pak pro délky jeho stran plati urcitd rovnost.
Vsechny nespravné odpovédi (nejcastéjsi je B, a sice 20,6 % zakl) lze
interpretovat jako snahu o vyuziti trojuhelnikové nerovnosti, coz je poznatek,
ktery je zakim znamy jiz prakticky od prvniho stupné zakladni skoly.

Dalsi tfi ulohy, u nichZ se nasi Zaci pohybovali pod svym standardem, se
tykaji hledani obsahu utvaru vepsaného do jiného utvaru. Prvni z nich je
uloha M11-07 na obrazku 7 (32,8 %; -1 %).2

23 (loha neni zcela korektné zadan4, nebot’ nenf fe¢eno ani v obrazku vyznaceno, Ze se jedna
o obdélnik. To vSak zi'ejmé problémy Zakiim neptisobilo. Pfedpokladali, Ze tomu tak je.
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dem — "R

Ze kterého zapisu vyplyva, Ze trojuhelnik PQR je pravouhly?
A) 32+442=52B)5<3+4,C)3+4=12-5D)3>5-4

Obrdzek 6. Zadani ulohy M09-10 (Tomasek et al., 2009).

- Bem =

Kolik cm? je obsah tmavé Casti obrazce na obrazku?

A) 24 cm? B) 44 cm?, C) 48 cm?, D) 72 cm?

Obrdzek 7. Zadani ulohy M11-07 (Tomasek et al., 2009).

K tloze mlzeme pristoupit nékolika zpisoby. Bud' standardnim postupem -
pomoci vzorce pro obsah lichobézniku (problémem pak je, Ze si Zaci ¢asto
vzorec nepamatuji), nebo tivahou. Tamuize spocivat napt. vtom, Ze vypocitame
obsah bilého trojuhelnika a ode¢teme ho od obsahu celého obdélniku -
ovsem pokud je v uloze pritomna myslenka vypoctu pomoci komplementu,
pozornost. Dalsi zplisob spociva v tom, Ze si Cerny lichobéznik rozdélime
na obdélnik a trojihelnik. To je ovSem pro nase Zaky obtizné - podobné
ulohy se v ucebnicich objevuji jen zridka. Navic je obtizné vyznacit v Cerné
vybarveném obrazku usecku oddélujici obdélnik a trojihelnik, rozdélenti je
tedy nutné jen pomysiné.
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Nejpocetnéjsi nespravna odpovéd C (23,2 %) by mohla znamenat, Ze Zaci
prosté vynasobili rozméry odvésen bilého trojuhelnika, nebo pocitali obsah
lichobézniku pomoci vzorce pro obsah trojihelniku (16 - 6/2). Odpoved
B (16,6 %) odpovida obvodu obdélnika a odpovéd A (20,4 %) odpovida
obsahu bilého trojuhelniku. U odpovédi A by se mohlo jednat o prvni krok
strategie komplementu, ovSem s jistotou se to tvrdit neda. MoZna v tomto
pripadé (a podobné i v pripadé jinych uzavienych tloh) muze jit o strategii
pouZiji jako odpoved’ prvni Cislo, ke kterému dospéji a které se pritom objevuje
v nabidce.

V uzavtené tloze M14-12 (ktera patfi mezi neuvolnéné) méli Zaci vypocitat
obsah trojuhelnika slozeného ze dvou mensich pravouhlych trojihelnikd,
predtim vSak bylo nutno pomoci Pythagorovy véty vypocitat délku jedné ze
stran (23 %; -3,3%).

Vyraznéji pod mezinarodnim priimeérem jsou pak vysledky naSich zaka
v uloze M01-12 (obr. 8; 23,1 %; -5,6 %; 16,3 % zaki ulohu vynechalo).

4cm | 2em —

6cm

Na obrazku je uvnitf ¢tverce vybarveny trojuhelnik. Jaky je obsah vybar-
veného trojuhelniku?

Obrdzek 8. Zadani ulohy M01-12 (Tomasek et al., 2009).

Domnivame se, Ze existuji prinejmensim tfi moZnosti, jak tlohu resit (viz
také uloha na obr. 7):
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1) Pomoci vzorce pro obsah trojuhelniku - je nutno si uvédomit, ze vyska
trojuhelniku je stejné velka jako strana ¢tverce.

2) Pomoci rozdéleni ¢tverce na dil¢i konfigurace - na dva obdélniky dokres-
lenim nebo domyslenim si kolmice jdouci vrcholem trojihelniku; je nut-
no si uvédomit, ze pak strany trojihelniku jsou thlopricky téchto obdél-
nikd a Ze tedy v nich vysrafovana ¢ast zabira praveé jednu jejich polovinu.
Obsah vysrafované ¢asti je tedy polovinou obsahu ctverce.

3) Pomoci posunuti vrcholu trojihelniku napt. do pravého horniho vrcholu
Ctverce - obsah trojihelniku se nezméni, protozZe se nezmeéni ani strana
anivyska, aje vidét na prvni pohled, Ze hledany obsah je polovinou obsahu
Ctverce. Tento dynamicky pohled na situaci je nejobtiznéjsi.

Tedy divodem nizké tspésnosti naSich zakl u této ulohy muize byt kromé
neznalosti vzorce pro obsah trojihelnika ¢i neschopnosti nalézt v obrazku
vysku (jak uvadi Tomasek et al., 2009) také neschopnost si obrazek rozdélit
na ¢asti, jejichz obsah se lehce zjisti.

U tloh podobnych tém na obr. 7 a 8 hovorti F. Kutina o uméni vidét v geometrii
(Kurina, 2006) a dlouhodobé upozoriiuje na fakt, Ze se této problematice ve
Skolské geometrii vénuje jen malo pozornosti na tikor procvi¢ovani pouzivani
vzorcl. Tyto Ulohy mohou slouzit jako diagnostické pro zjisténi, kteti zaci
disponuji dobrym geometrickym vidénim a schopnosti odvodit jiny postup,
pokud nemaji pohotové k dispozici vzorec nebo mu pro néj chybi nékteré
parametry.**

6 Zavér

V tomto ¢lanku jsme identifikovali néktera obtizna mista uciva na 2. stupni
zakladni skoly prostiednictvim sekundarni analyzy vysledka Ceskych zakt
pri feseni tloh TIMSS 2007. Domnivame se, Ze analyza jednotlivych tloh
a snaha pochopit, v em jsou jejich jednak specifické, jednak spole¢né obtizné
momenty, nas dovedla ke zjisténim, ktera prinejmensim svou konkrétnosti
presahuji to, co se dozvidame z béznych analyz celkovych ukazateld, jak jsou
prezentovany v mezinarodnich a narodnich zpravach i dalsich publikacich.

2+ Ulohu jsme zadali Zakiim 7. a 8. ro¢nikii a ukazuje se, Ze vyznamné procento z nich pouziva
nespravné vzorce pro obsah trojihelnika. Ukazuje to na priliSné lpéni na vzorcich i tam, kde
nejsou nutné. Strategie Feseni zakt v$ak jesté neméame zcela analyzované a budou predmétem
zvlastniho ¢lanku.
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Z nasi analyzy je patrné, Ze obtizna mista se u nasich zak koncentruji
predevsim do dvou SirsSich okruht. Jednim z nich jsou rizné aspekty algebry,
jak ji koncipuji ulohy TIMSS, druhou pak tlohy vyzadujici vyuziti znalosti

Vv

o vlastnostech geometrickych tutvart ve slozitéjsich vypoctech.

V algebie je mozno poukazat na nékteré dilci momenty, které nasim zakiim
plsobipotiZe,jakoje prace sezapornymicisly azlomkyve vyrazecharovnicich,
nezndma ve jmenovateli, substituce ve slozitéjSich vyrazech, dosazovani
hodnot z usporadanych dvojic nebo systematické testovani platnosti rovnice
vicenasobnym dosazovanim za proménné. Jak jsme dolozili vyse, v nékterych
pripadech se miize jednat o to, Ze se dané problematice obecné nevénuje ve
vyuce pozornost (napi. dosazovani vyrazli s proménnymi) Ci je zarazena
ve vy$$Sim roc¢niku. Domnivame se ovSem, Ze za témito jednotlivostmi stoji
obecnéjsi problémy, které se v TIMSS také projevily.

Ukazuje se, Ze slabinou naSich zaki je nedostatecna schopnost postihnout
pravidelnosti v radé graficky nebo ciselné prezentovanych kvantit, ale
predevsim pak schopnost jejich zobecnéni, a to zejména prostiednictvim
algebraického zapisu. To souvisi s chapanim konceptu funkce ne-li v celé jeho
$iri, pak alespon v riiznosti jeho projevi - jako zavislosti dvou proménnych
(velicin, fad), jako rovnice o dvou nezndmych s nekone¢nym poctem feSeni,
kterd mohou byt vyjadiena jako uspotradané dvojice, jez pti zobrazeni
funkce grafem hraji roli soufadnic, jimiz graf prochazi, apod. Zatimco
s reprezentacemi funkci se zaci, doufejme, seznamuji na stredni Skole,
problematice zobecnovani se obecné nevénuje dostatecna pozornost.

Dalsi slabinu v algebfte lze vyjadrit jako pfechody od popisu situace k algeb-
raickému zapisu (vyrazu, rovnici) a opa¢né, chdpani korespondence promén-
nych a operaci s nimi. Nasi zaci zvladaji pomérné dobie pravu vyrazi a také
jednoduché piipady korespondence mezi vyrazem a explicitné popsanou
Ci zobrazenou situaci. Nezvladaji vSak slozitéjsi pripady, jaké v TIMSS 2007
predstavuji napt. Posloupnosti nebo ulohy, v nichz se ma identifikovat a vyja-
drit funkéni zavislost dvou fad udajd, jak jsme zminovali vyse.

Na druhou stranu se domnivame, ze ulohy TIMSS 2007 nepostihuji jesté
dalsi prechody, které predchazeji algebraickému zapisu: od intuitivniho
pochopeni funkéni zavislosti k jejimu explicitnimu slovnimu vyjadreni a od
tohoto vyjadreni k algebraickému zapisu.
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Ukazuje se zretelné, Ze algebra je v ulohach TIMSS pojata v mnohem SirSich
souvislostech, neZ je béZné na nasich zakladnich Skolach a v u¢ebnicich pro
zadkladn{ Skolu. KdyZ je v naSich vyzkumnych rozhovorech s uciteli zminéna
algebrajako mozné obtizné misto, mluviucitelé viceméné jen o ipraveé vyrazu,
pripadné o reSeni rovnic. Piipadné ostatni aspekty pak zahrnuji do malo
diferencovaného ,baliku” slovnich uloh, se kterymi ,je vzdycky problém".

V tlohach, které jsme zahrnuli do oblasti Obrazce a télesa a které vlastné sto-
ji na pomezi mezi algebrou a geometrii, se objevuji slabiny, které se mohou
jevit jako specifické dil¢i fenomény: vyvozeni vlastnosti télesa z jeho sité,
by nebo zamény ve vzorcich pro vypocty obvodu, obsahu, objemu a povrchu,
potiZe s identifikaci podminek pro pouziti Pythagorovy véty. Domnivame
se vsak, Ze se tu do znacné miry opakuji tytéz problémy jako v algebre. Zo-
brazenou ¢i popisovanou realitu ¢i situaci zde ovSem predstavuje realita ¢i
situace geometricka. Napt. zamény vzorcl pro obvod, obsah, objem a povrch
nejsou problémem pouhého zapamatovani. Je tfeba je vidét také jako pro-
blém vztazeni algebraického vyrazu ¢i rovnice ke geometrické situaci. Tato
korespondence se vSak pro zaky znacné komplikuje, pokud jimi geometrické
utvary nejsou vidény ve svych geometrickych kvalitach, pokud jimi nejsou
spontanné strukturovany jako soubory geometrickych elementt, paramet-
rd, vlastnosti, vztahd. Pak maji Zaci logicky problémy, k ¢emu rovnici, vyraz
a v nich obsazené proménné vztihnout. Ale tloha muze ptesahovat jejich
aktudlni dispozice i tehdy, pokud geometricka strukturace je sama o sobé
ukolem, ktery vyrazné zatézuje kapacitu jejich pracovni paméti.

Kromé specifickych problémtl kazdé oblasti se objevuji nékteré obecné
momenty. V fadé uloh se zda, Ze chybujici zaci nejsou schopni pracovat
s dvéma predpoklady ¢i podminkami zaroven a spokojuji se s reSenim, které
vyhovuje pouze jedné (nejcastéji prvni) z nich. Podobné postupuji v tlohach,
které vyzaduji vice kroki; jako by se spokojili s prvnim a dal$i uz nebrali
v uvahu. Tyto chyby v naprosté vétSiné nekoresponduji s délkou textu zadani
a nespocivaji tedy v tom, Ze by se reSitel v ném ztracel. Problémy tu jsou dany
slozitosti (¢i sloZenosti) tlohy, nikoli textu samotného.

vvvvvv

uloh nepostupuji tak, Ze by si nejdiive vypracovali vhled do ulohy a stanovili
postup vypoctu (posloupnost jednotlivych kroka). Postupuji ¢aste¢nym
zkusmym vypoctem, po némz se znovu pokusi o pochopenti ,jak dal“. Maji-li
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vSak nabidku odpovédi, ktera zahrnuje Cislo, ke kterému zkusmym vypoctem
dosli, casto uz dale nepokracuji - pravé proto, Ze na zacatku nedisponovali
celou strategii vypoctu.?® To ukazuje na jednu ze slabin uzavienych tloh
s nabidkou odpovédi - zaci mohou hadat, ale mohou také vybrat ten vysledek,
k némuz ve vicekrokovém reseni dospéji v prvnim kroku.

Ackoli jsme se snazili postupovat v analyze tloh a zZakovskych odpovédi co
nejpeclivéji a vytézit z ni maximum, narazili jsme na to, Ze data, kterda mame
z TIMSS 2007 k dispozici, trpi prinejmensim dvojim omezenim. Prvnim je
nejednoznacnostinterpretaci postupti, které stojizajednotlivymi odpovédmi.
Tataz odpovéd muze nékdy znamenat rizné tivahy a postupy. PrestoZe jsme
vyuzivali svych zkuSenosti se zakovskymi strategiemi a zplisoby uvazovani
z predchozich vyzkumi, prece jen jsme obcas zlstavali na pochybach nebo
jsme na interpretaci rezignovali.

Druhym omezenim je to, Ze predevsim uzaviené ulohy limituji druhy chyb,
které zaci mohou udélat. Mlze se tak stat, Ze za typickou chybu budeme
povazovat néco, co by se pri jiné nabidce odpovédi nebo pfi jeji absenci
vyskytlo mnohem méné nebo dokonce viibec. V nékterych tlohach bychom
tak autorim testu mohli vytknout, Ze Zakim nenabidli i jiné mozZnosti
a nechali jim tak moZnost chybovat jen ,jednim smérem®

Nicméné takovym omezenim se zadné Setieni tohoto typu nemiize vyhnout.
Je tieba proto jeho zjiSténi neprecenovat a nespokojovat se s nimi. Dikladny
vhled do zakovskych strategii a logiky jejich ivah mohou poskytnout jen
vyzkumy zaloZené na kvalitativni metodologii, kde data ziskdvame v osobnim
kontaktu s Zaky-resiteli a v komunikaci s nimi. Pravé tomu se v sou¢asné dobé
vénujeme v ramci projektu GA CR. Ze slabych a velmi slabych tloh vybirame
takové, u nichZ mohl mit nedspéch naSich zZakd vice rtznorodych pticin
(napt. vy$e zminéné ulohy M05-10, M06-08, M08-08, M06-10, M04-07, M09-
04, M11-04, M01-11B), pripadné ulohy jim podobné, a pomoci klinickych
rozhovori se zaky druhého stupné zakladni $koly ziskavame hlubsi vhled do
problematiky. Tento hlubsi vhled bude tématem dalSich ¢lank.

% To neznamena, Ze strategie ,zkusim a uvidim“ je vzdy zavrzenihodna. Naopak skute¢né byva
cestou ke kone¢nému porozumeéni tloze. To dokonce miize ptijit aZ ex post - pokud si ovsem
zak zpétné ozrejmi, co a jak v jednotlivych krocich vlastné délal.
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Critical areas of mathematics for Czech pupils based
on TIMSS 2007 data

Abstract: The goal of the empirical study is to describe critical areas of primary
mathematics as can be found from the Czech Grade 8 pupils’ results in TIMSS 2007
and to identify possible causes of their difficulty for pupils. In the first part, a research
background is briefly given - international comparative research in mathematics
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and possibilities of the secondary analyses of its data. The second part describes
methodology in detail. We analysed data from so called TIMSS almanacs (results of
Czech pupils at the level of concrete mathematical items from TIMSS and answers
of the teacher questionnaire). To interpret possible causes we also used curricular
documents and the analysis of the apparently most used primary mathematics
textbooks. We set up a criterion for deciding whether the Czech pupils’ results for the
given item is below their standard which we determined by comparing their average
success rate with that of the international sample. Thus so called weak and very weak
items were identified. They were divided into three areas which can be considered
critical areas for Czech pupils: Algebra (with subareas of Functions, Substitution,
Equations and inequalities, Expressions), Sequences, Shapes and solids. For each of
the areas, weak and very weak items are presented together with their results and an
outline of the nature of their difficulty for Czech pupils and possible causes of Czech
pupils’ failure to solve them. It transpires that it is necessary to get a deeper insight
into the nature of problems by clinical interviews with pupils. This will be a topic of
further articles.

Keywords: TIMSS, mathematical knowledge and skills, algebra, sequences, geometry,
difficulties in mathematics
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ZkuSenostné reflektivni uceni je vychovné vzdélavacim konceptem, jenz ma
v pedagogické historii zapustény velmi hluboké a silné koteny, a jiz od tricatych let
minulého stoleti je spojen s pomérné extenzivnim rozvojem napii¢ mnoha védnimi
disciplinami. Zcela obecné jej 1ze vymezit jako takovy proces uceni, v némz se lidé
individualné nebo ve spolupraci s ostatnimi pokouseji prostirednictvim cilené reflexe
a ovérovani Ci transformace zazitého objevit nové moznosti, které nemuseji byt
ziejmé z bézné zkuSenosti. Takto nové ziskanym informaci prifazuji osobni vyznam
s individudlnim dopadem na jejich bezprostredni Zivotni realitu a jejich fungovani
v ni. Predkladana publikace prohlubuje dosavadni poznani tohoto pozoruhodného
edukacniho konceptu. Neklade si ptitom ambici vytvorit presnou a podrobnou mapu
,krajiny”“ zkuSenostné reflektivniho uceni. Jejim cilem je spiSe zaostrit pozornost na
aktualni déni, jeZ se v této velmi zivelné oblasti na nékolika riznych urovnich a v rdmci
pomérné rozmanitych témat odehrava.



